
پیش گفتار 

برخی  به  اختصار  به  تا  کرد  خواهیم  تلاش  کوتاه  متن  این  در 
جنبه های موضوع زیر بپردازیم.

ویژگی های توپولوژیکی سراسری کیهان و خواص هندسی موضعی 
آن چگونه هستند؟

این  که  باشید  داشته  نظر  در  فوق،  موضوع  به  پرداختن  از  پیش 
متن کوتاه، بخشی از دانسته های موجود را مرور خواهد کرد.  در 
این متن، از مدل های »پذیرفته شدۀ« فیزیکی و داده های »قابل 
همچنین  شد.  خواهد  استفاده  نگارش،  زمان  تا  موجود  اتکای« 
تلاش خواهد شد که بدون از دست رفتن اصل موضوع، از برخی 

جزئیات فنی اجتناب شود.

در متن حاضر، نخست به معرفی خمینه‌ها و مطالعۀ مختصر ارتباط 
توپولوژی و هندسۀ خمینه ها در ابعاد پایین خواهیم پرداخت. پس 
با بخشی  تا  را مرور خواهیم کرد  از 3-خمینه ها  از آن مثال هایی 
از تنوع هندسی و توپولوژیکی آن ها آشنا شویم. سپس به موضوع 
انبساط کیهان و ارتباط آن با اصل کیهان شناسی خواهیم پرداخت. 
در ادامه، ارتباط میان هندسه و توپولوژی 3-خمینه ها، چگالی ماده 
و انرژی در کیهان و ثابت هابل را بررسی خواهیم کرد و در پایان 

به اختصار به برخی مسیرهای پیش رو، نگاهی خواهیم کرد.

خمینه ها 

اگر با خمینه ها آشنایی دارید می توانید تعریف زیر را از یک n-خمینه 
در نظر گرفته و مستقیم به بخش بعدی بروید. 

چکیده

فضای اقلیدسی 3-بعدی یکی از ساده ترین مثال ها از فضاهای )خمینه های( 3-بعدی است. همچنین یک مدل )البته نه تنها مدل( برای کیهان 3-بعدی 
است. با وجود آن که همۀ خمینه های 3-بعدی به صورت موضعی »شبیه« فضای اقلیدسی 3-بعدی هستند، اما به صورت سراسری، چنین نیستند. 
بنابراین لزومی ندارد که مدل 3-بعدی کیهان، فضای اقلیدسی 3-بعدی باشد. لذا می توان این پرسش را مطرح کرد که ویژگی های )توپولوژیکی( 
سراسری کیهان چگونه هستند؟ در متن حاضر نخست مقدماتی ریاضی از جمله مطالبی در مورد ۳-خمینه ها را مرور خواهیم کرد که به کمک آن ها 
می توان به صورت بندی دقیق تر از پرسش فوق رسید. سپس مقدماتی فیزیکی از جمله معادلۀ فریدمن، قانون هابل و موضوع انبساط کیهان را به اختصار 
مرور خواهیم کرد که راهی به دست می دهند تا به صورت تجربی، پاسخ های احتمالی پرسش هایی در مورد توپولوژی و هندسۀ کیهان را مطالعه کنیم
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تعریف

n-خمینه،  یک  اختصار  به  یا  n-بعدی  توپولوژیک  خمینه  یک 
یک فضای توپولوژیک هاسدورف و شمارای دوم است که موضعاًً 

اقلیدسی از بعد n است.

این  باقی  مطالعه  است  ممکن  ندارید،  آشنایی  خمینه ها  با  اگر  اما 
بخش، خالی از فایده نباشد!

بالاتر هستند. هر خمینه  ابعاد  به  رویه ها  تعمیم خم ها و  خمینه ها 
نامیده  بعد آن خمینه  نامنفی همراه است که  با یک عدد صحیح 
می شود. این عدد بعد، به بیان نه چندان دقیق، تعداد پارامترهای 
دست  به  را  خمینه  روی  نقطه  یک  کردن  مشخص  برای  لازم 
 Rn  بعدی-n خمینه، فضای اقلیدسی-n می دهد. اولین مثال یک
n-تایی  یک  با  کلمه  واقعی  معنای  به  نقطه  هر  آن  در  که  است 

مرتب از اعداد حقیقی مشخص می شود.

یک n-خمینه، شیءای است که به صورت موضعی روی Rn مدل 
این معنا که برای مشخص کردن یک نقطه روی  شده است. به 
آغاز  نقطۀ  از  که  زمانی  تا  حداقل  است،  نیاز  عدد   n به  دقیقاًً  آن 
فیزیک خوان  بیان یک  به  باشیم.  نشده  مشخص شده، خیلی دور 

یک n-خمینه شیءای با n درجه آزادی است.

از  مثال هایی  هستند.  خم ها  و  خط ها  همان   ۱ بعد  با  خمینه های 
1-خمینه ها عبارت اند از:

. خط حقیقی،
. خم های پیوسته داخل صفحۀ R2 مانند دایره،
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،y=f(x( با ضابطۀ f:R⟶R نمودار هر تابع پیوستۀ .
. خم های فضایی )خم های پیوستۀ داخل R3( که معمولًاً به صورت 
 h و f، g برای تابع های پیوستۀ ))α(t)=(f(t),g(t),h(t پارامتری

توصیف می شوند.
در همۀ مثال های فوق، یک نقطه روی 1-خمینه با عددی حقیقی 

مشخص می شود:
. یک نقطه روی خط حقیقی، با یک عدد حقیقی مشخص می شود

. یک نقطه روی دایره، با زاویۀ آن نقطه مشخص می شود،
. یک نقطه روی نمودار f، با مختص x آن مشخص می شود،

. یک نقطه روی یک خم پارامتری در R3 با پارامتر t مشخص 
می شود.

در نظر داشته باشید که اگرچه مقدار یک پارامتر، یک نقطه را تعیین 
می کند، اما مقدارهای متفاوت آن پارامتر می توانند یک تک نقطه 
را مشخص کنند، مانند زاویه های روی دایره. بنابراین این تناظر، 
تا  اما در همه موارد،  نیست.  به یک(،  )به خصوص یک  دوسویی 
اولیه نزدیک باشیم، تناظری یک به یک بین  زمانی که به نقطه 
مشخص  را  اولیه  نقطۀ  که  حقیقی  عدد  به  نزدیک  حقیقی  اعداد 

اولیه روی خط یا خم وجود  می کند و نقطه های نزدیک به نقطۀ 
دارد.

خمینه ها با بعد ۲ رویه‌ها هستند. مثال هایی از 2-خمینه ها عبارت اند 
از:

،)2≥ n) Rnصفحه های 2-بعدی در .
،z=f(x,y( با ضابطۀ R⟶ f: R2 نمودار هر تابع پیوستۀ .

. کرۀ 2-بعدی،
. چنبرۀ 2-بعدی.

در مثال های فوق، یک نقطه روی 2-خمینه توسط زوجی مرتب از 
عددهای حقیقی مشخص می شود:

 )x,y( مانند  مرتبی  زوج  با  )2-بعدی(  صفحۀ  روی  نقطه  یک   .
پایه،  یک  انتخاب  از  )پس  می شود  مشخص  حقیقی  عددهای  از 
از عددهای  نقاط صفحه و زوجهای مرتب  بین  تناظری دوسویی 

حقیقی برقرار می شود(،
. یک نقطه روی نمودار f با مختص )x,y( آن مشخص می شود،

جغرافیایی اش  عرض  و  طول  با  2-بعدی  کرۀ  روی  نقطه  یک   .
مشخص می شود،

. یک نقطه روی چنبرۀ 2-بعدی با دو زاویه مشخص می شود.

مثالی غیر بدیهی در بعدهای بالاتر کرۀ واحد n-بعدی 𝕊𝑛 است.
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 ،شودآن نقطه مشخص می ۀ با زاوی ، ک نقطه روی دایره ی •

 ،شود آن مشخص می 𝑥𝑥  مختص، با 𝑓𝑓  یک نقطه روی نمودار •

 . شود مشخص می 𝑡𝑡  با پارامتر ℝ3  ک نقطه روی یک خم پارامتری دری •

توانند یک تک نقطه را  آن پارامتر می  متفاوتمقدارهای    ، اماکندیک نقطه را تعیین می  ، در نظر داشته باشید که اگرچه مقدار یک پارامتر

تا زمانی که به    ، اما در همه موارد  .نیست  (، به خصوص یک به یک)دوسویی    ، ناظربنابراین این ت   .های روی دایرهمانند زاویه  ، مشخص کنند 

های نزدیک به  کند و نقطهاولیه را مشخص می  ۀ حقیقی نزدیک به عدد حقیقی که نقطیک به یک بین اعداد    یناظرت  ، نقطه اولیه نزدیک باشیم 

 . اولیه روی خط یا خم وجود دارد ۀنقط

 : ند ازا ها عبارتخمینه-2هایی از مثال .ها هستندهروی ۲ها با بعد خمینه

ℝ𝑛𝑛  (𝑛𝑛  بعدی در-2های صفحه • ≥ 2 ،) 

:𝑓𝑓ۀ  نمودار هر تابع پیوست • ℝ2 ⟶ ℝ  ۀ  با ضابط𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)، 

 ،بعدی-2 ۀکر •

 . بعدی-2  ۀچنبر •

 : شودزوجی مرتب از عددهای حقیقی مشخص می خمینه توسط-2یک نقطه روی   ، های فوق در مثال

,𝑥𝑥)  با زوج مرتبی مانند  (بعدی-2)  ۀیک نقطه روی صفح  • 𝑦𝑦) ریاظتن  ، پایه یک  پس از انتخاب  )  شود از عددهای حقیقی مشخص می  

 (، شودهای مرتب از عددهای حقیقی برقرار میدوسویی بین نقاط صفحه و زوج

,𝑥𝑥)با مختص   𝑓𝑓  یک نقطه روی نمودار • 𝑦𝑦) شود آن مشخص می، 

 ،شودمشخص می اشبعدی با طول و عرض جغرافیایی-2 ۀنقطه روی کر یک   •

 . شودبعدی با دو زاویه مشخص می-2 ۀیک نقطه روی چنبر  •

 

 بعدی-2 ۀچنبر

 . است 𝕊𝕊𝑛𝑛  بعدی-𝑛𝑛واحد   ۀتر کر لیهی در بعدهای با مثالی غیر بد 

𝕊𝕊𝑛𝑛 = {(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛+1) ∈ ℝ𝑛𝑛+1 ∶  𝑥𝑥1
2 + 𝑥𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛
2 + 𝑥𝑥𝑛𝑛+1

2 = 1} 

𝑥𝑥𝑛𝑛+1)   اگر در نزدیکی   به عنوان مثال   .مرتب از اعداد حقیقی مشخص کرد  تایی-𝑛𝑛توان با یک  را می 𝕊𝕊𝑛𝑛  یک نقطه روی >   قطب شمال  (0

(0,0, ⋯  آنگاه   ، باشیم (0,1,
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اعداد  از  مرتب  n-تایی  یک  با  می‎ توان  را   𝕊𝑛 روی  نقطه  یک 
 )xn+1<0( نزدیکی  در  اگر  مثال  عنوان  به  کرد.  حقیقی مشخص 

قطب شمال )0,0,⋯,0,1( باشیم، آنگاه
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𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 1 − √𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛2 

,𝑥𝑥1)تایی  -𝑛𝑛بنابراین   𝑥𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛) با  𝑥𝑥1
2 + 𝑥𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛
2 < می 𝕊𝕊𝑛𝑛  روی  اینقطه  ،1 مشخص  آن  .کندرا  وجود  از   با  اگر  که 

با    ، مشابهی  ۀمشاهد  𝕊𝕊𝑛𝑛روی    ایهاما برای هر نقط   ، به همین صورت برقرار نخواهد بود   دقیقا  دور شویم این مشاهده دیگر    نزدیکی قطب شمال

 . مشابه برقرار خواهد بود دلتیمعا

این است که یک  مثال  ۀویژگی مشترک هم اق-𝑛𝑛های فوق  توان به صورت  چند می  هر  .است  ℝ𝑛𝑛  یلیدسخمینه به صورت موضعی شبیه فضای 

  فرض کنید   .پردازیممی ℝ𝑛𝑛 نخست به شبیه بودن بازهای در   ، تر کنیمرا کمی دقیق ℝ𝑛𝑛که شبیه بودن به    برای آن  .متفاوت باشد  امل  سراسری ک

𝑈𝑈 ⊂ ℝ𝑛𝑛  و𝑉𝑉 ⊂ ℝ𝑛𝑛.  نگاشت  𝜙𝜙: 𝑈𝑈 ⟶ 𝑉𝑉 همچنین  ، باشد  (یک به یک و پوشا)دوسویی    ناظرینامیم هرگاه ت می  یریخترا یک همسان  𝜙𝜙 و  
𝜙𝜙−1 باشند 𝑀𝑀.  پیوسته  ⊂ ℝk    موضعا بعدلیدساقرا  از  نقط  ، نامیم می 𝑛𝑛 ی  باشد که همسان 𝑀𝑀  همسایگی در 𝑀𝑀ۀ  هرگاه هر  ریخت یک  داشته 

 . باشد ℝ𝑛𝑛گوی در 

 

 هاۀ خمینه ارتباط میان توپولوژی و هندس

خاصیت بهرچند  فاصله  مانند  هندسی  همسانهای  تحت  فضا  خمیدگی  یا  نقاط  اما مانند نمی  وردانا  (توپولوژیک  ورداهاینا)ها  ریختیین  میان    ، 

خمینه بسته  توپولوژی  مرز)های  بدون  و  پایین  (فشرده  بعد  هندس  (3و    2)  با  آنو  است   هاۀ  برقرار  بیشتر   .ارتباطی  سادگی  دلیل  به  و    ،نخست 

بگیرید جهت  ۀبست   های(خمینه-2)  هایرویه نظر  در  را  همبند  و  قضی  .پذیر  به  توجه  روی طبقه  ۀبا  خمینه  ، ها هبندی  گوناین  با  )شاخص    شانایها 

( توپولوژی )شاخص اویلر( و هندسه )انتگرال خمیدگی گاوسی(،  پذیر و همبندجهت  ۀبست   هایرویهدر این حالت )  .شوندبندی میطبقه  اویلرشان(

 ارتباط روشنی دارند. 

 داریم:  بونه-سگا  ۀبا توجه به قضی تر و به عبارت دقیق

∫𝐾𝐾 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋 𝜒𝜒(𝑆𝑆)
𝑆𝑆

 

توان  با وجود آنکه به صورت موضعی می  .است 𝑆𝑆 شاخص اویلر 𝜒𝜒(𝑆𝑆)و   عنصر سطح 𝑑𝑑𝑑𝑑  ، سیخمیدگی گاو 𝐾𝐾 ، مورد نظر  یۀرو 𝑆𝑆که در آن 

به یکدیگر مربوط   𝑆𝑆هندسه و توپولوژی    ، به صورت سراسری  دهد کهنشان می  قضیهاین  ، اما  هندسه را تغییر داد  ، ریختی همسان  اثر دادن یک  با

 . هستند

کروی هندسه  وجود  ترتیب  این  ثابت    به  𝐾𝐾)خمیدگی  > کره  (0 چنبره  ، روی  روی  تخت  ثابت    هندسه  𝐾𝐾)خمیدگی  = هندسه    (0 هذلولوی  و 

𝐾𝐾)خمیدگی ثابت   < 2ای های با گون رویه روی (0  .رسدسازگار به نظر می هبون-گاوس قضیۀبا   ≥

یکنواخت قضیه  میاما  تضمین  هندسهسازی  چنین  که  رویهکند  این  روی  واقع  به  موجودندهایی  کره  . ها  ذاتی  هندسه  ترتیب  این  و    ،چنبره  ،به 

2ای  با گونهای  هروی  هذلولوی است. تخت و    ، به ترتیب کروی ≥

-سازی پرلمنهندسی  ۀقضی   خشی از آن در غالبو همبند وجود دارد که ب  هبست  یهاخمینه-3در مورد    (هرچند با پیچیدگی بیشتر)مشابهی    نظریۀ

ها و به صورت  آنها )در این خانواده از خمینه  ذاتی  ۀو هندس   و همبند   های بستهخمینه-3میان توپولوژی    ، به این ترتیب   شود. بندی میصورتترسن  

به جای    .جدی برقرار است  یارتباط  های حاصل(و در نظر گرفتن هندسۀ بخش  پذیربستۀ جهت  های اولخمینه-JSJ  3تر، پس از تجزیۀ  مشخص

 4 

𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 1 − √𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛2 

,𝑥𝑥1)تایی  -𝑛𝑛بنابراین   𝑥𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛) با  𝑥𝑥1
2 + 𝑥𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛
2 < می 𝕊𝕊𝑛𝑛  روی  اینقطه  ،1 مشخص  آن  .کندرا  وجود  از   با  اگر  که 

با    ، مشابهی  ۀمشاهد  𝕊𝕊𝑛𝑛روی    ایهاما برای هر نقط   ، به همین صورت برقرار نخواهد بود   دقیقا  دور شویم این مشاهده دیگر    نزدیکی قطب شمال

 . مشابه برقرار خواهد بود دلتیمعا

این است که یک  مثال  ۀویژگی مشترک هم اق-𝑛𝑛های فوق  توان به صورت  چند می  هر  .است  ℝ𝑛𝑛  یلیدسخمینه به صورت موضعی شبیه فضای 

  فرض کنید   .پردازیممی ℝ𝑛𝑛 نخست به شبیه بودن بازهای در   ، تر کنیمرا کمی دقیق ℝ𝑛𝑛که شبیه بودن به    برای آن  .متفاوت باشد  امل  سراسری ک

𝑈𝑈 ⊂ ℝ𝑛𝑛  و𝑉𝑉 ⊂ ℝ𝑛𝑛.  نگاشت  𝜙𝜙: 𝑈𝑈 ⟶ 𝑉𝑉 همچنین  ، باشد  (یک به یک و پوشا)دوسویی    ناظرینامیم هرگاه ت می  یریخترا یک همسان  𝜙𝜙 و  
𝜙𝜙−1 باشند 𝑀𝑀.  پیوسته  ⊂ ℝk    موضعا بعدلیدساقرا  از  نقط  ، نامیم می 𝑛𝑛 ی  باشد که همسان 𝑀𝑀  همسایگی در 𝑀𝑀ۀ  هرگاه هر  ریخت یک  داشته 

 . باشد ℝ𝑛𝑛گوی در 

 

 هاۀ خمینه ارتباط میان توپولوژی و هندس

خاصیت بهرچند  فاصله  مانند  هندسی  همسانهای  تحت  فضا  خمیدگی  یا  نقاط  اما مانند نمی  وردانا  (توپولوژیک  ورداهاینا)ها  ریختیین  میان    ، 

خمینه بسته  توپولوژی  مرز)های  بدون  و  پایین  (فشرده  بعد  هندس  (3و    2)  با  آنو  است   هاۀ  برقرار  بیشتر   .ارتباطی  سادگی  دلیل  به  و    ،نخست 

بگیرید جهت  ۀبست   های(خمینه-2)  هایرویه نظر  در  را  همبند  و  قضی  .پذیر  به  توجه  روی طبقه  ۀبا  خمینه  ، ها هبندی  گوناین  با  )شاخص    شانایها 

( توپولوژی )شاخص اویلر( و هندسه )انتگرال خمیدگی گاوسی(،  پذیر و همبندجهت  ۀبست   هایرویهدر این حالت )  .شوندبندی میطبقه  اویلرشان(

 ارتباط روشنی دارند. 

 داریم:  بونه-سگا  ۀبا توجه به قضی تر و به عبارت دقیق

∫𝐾𝐾 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋 𝜒𝜒(𝑆𝑆)
𝑆𝑆

 

توان  با وجود آنکه به صورت موضعی می  .است 𝑆𝑆 شاخص اویلر 𝜒𝜒(𝑆𝑆)و   عنصر سطح 𝑑𝑑𝑑𝑑  ، سیخمیدگی گاو 𝐾𝐾 ، مورد نظر  یۀرو 𝑆𝑆که در آن 

به یکدیگر مربوط   𝑆𝑆هندسه و توپولوژی    ، به صورت سراسری  دهد کهنشان می  قضیهاین  ، اما  هندسه را تغییر داد  ، ریختی همسان  اثر دادن یک  با

 . هستند

کروی هندسه  وجود  ترتیب  این  ثابت    به  𝐾𝐾)خمیدگی  > کره  (0 چنبره  ، روی  روی  تخت  ثابت    هندسه  𝐾𝐾)خمیدگی  = هندسه    (0 هذلولوی  و 

𝐾𝐾)خمیدگی ثابت   < 2ای های با گون رویه روی (0  .رسدسازگار به نظر می هبون-گاوس قضیۀبا   ≥

یکنواخت قضیه  میاما  تضمین  هندسهسازی  چنین  که  رویهکند  این  روی  واقع  به  موجودندهایی  کره  . ها  ذاتی  هندسه  ترتیب  این  و    ،چنبره  ،به 

2ای  با گونهای  هروی  هذلولوی است. تخت و    ، به ترتیب کروی ≥

-سازی پرلمنهندسی  ۀقضی   خشی از آن در غالبو همبند وجود دارد که ب  هبست  یهاخمینه-3در مورد    (هرچند با پیچیدگی بیشتر)مشابهی    نظریۀ

ها و به صورت  آنها )در این خانواده از خمینه  ذاتی  ۀو هندس   و همبند   های بستهخمینه-3میان توپولوژی    ، به این ترتیب   شود. بندی میصورتترسن  

به جای    .جدی برقرار است  یارتباط  های حاصل(و در نظر گرفتن هندسۀ بخش  پذیربستۀ جهت  های اولخمینه-JSJ  3تر، پس از تجزیۀ  مشخص

بنابراین 𝑛-تایی )𝑥𝑛,⋯,𝑥2,𝑥1( با                                                         >1، 
نقطه ای روی 𝕊𝑛 را مشخص می کند. با وجود آن که اگر از نزدیکی 
قطب شمال دور شویم این مشاهده دیگر دقیقاًً به همین صورت 
برقرار نخواهد بود، اما برای هر نقطه ای روی 𝕊𝑛 مشاهدۀ مشابهی، 

با معادلاتی مشابه برقرار خواهد بود.

ویژگی مشترک همۀ مثال های فوق این است که یک 𝑛-خمینه به 
صورت موضعی شبیه فضای اقلیدسی ℝ𝑛 است. هر چند می توان 
به صورت سراسری کاملًاً متفاوت باشد. برای آن که شبیه بودن 
 ℝ𝑛 را کمی دقیق تر کنیم، نخست به شبیه بودن بازهای در ℝ𝑛 به
 𝜙:𝑈 ⟶𝑉 𝑉⊂ℝ𝑛. نگاشت  𝑈⊂ℝ𝑛 و  می پردازیم. فرض کنید 
به  )یک  دوسویی  تناظری  هرگاه  می نامیم  همسان ریختی  یک  را 
یک و پوشا( باشد، همچنین 𝜙 و 𝜙−1 پیوسته باشند. 𝑀⊂ℝK را 
موضعاًً اقلیدسی از بعد 𝑛 می نامیم، هرگاه هر نقطۀ 𝑀 همسایگی 

در 𝑀 داشته باشد که همسان ریخت یک گوی در ℝ𝑛 باشد.

ارتباط میان توپولوژی و هندسۀ خمینه ها

هرچند خاصیت های هندسی مانند فاصله بین نقاط یا خمیدگی فضا 
تحت همسان ریختی ها )ناورداهای توپولوژیک( ناوردا نمی مانند، اما 
میان توپولوژی خمینه های بسته )فشرده و بدون مرز( با بعد پایین 
دلیل  به  و  است. نخست  برقرار  ارتباطی  آن ها  و هندسۀ  و 3(   2(
سادگی بیشتر، رویه های )2-خمینه های( بستۀ جهت پذیر و همبند 

شکل 1. چنبرۀ 2-بعدی



33 خمینه ها و کیهان
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𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 1 − √𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛2 

,𝑥𝑥1)تایی  -𝑛𝑛بنابراین   𝑥𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛) با  𝑥𝑥1
2 + 𝑥𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑛𝑛
2 < می 𝕊𝕊𝑛𝑛  روی  اینقطه  ،1 مشخص  آن  .کندرا  وجود  از   با  اگر  که 

با    ، مشابهی  ۀمشاهد  𝕊𝕊𝑛𝑛روی    ایهاما برای هر نقط   ، به همین صورت برقرار نخواهد بود   دقیقا  دور شویم این مشاهده دیگر    نزدیکی قطب شمال

 . مشابه برقرار خواهد بود دلتیمعا

این است که یک  مثال  ۀویژگی مشترک هم اق-𝑛𝑛های فوق  توان به صورت  چند می  هر  .است  ℝ𝑛𝑛  یلیدسخمینه به صورت موضعی شبیه فضای 

  فرض کنید   .پردازیممی ℝ𝑛𝑛 نخست به شبیه بودن بازهای در   ، تر کنیمرا کمی دقیق ℝ𝑛𝑛که شبیه بودن به    برای آن  .متفاوت باشد  امل  سراسری ک

𝑈𝑈 ⊂ ℝ𝑛𝑛  و𝑉𝑉 ⊂ ℝ𝑛𝑛.  نگاشت  𝜙𝜙: 𝑈𝑈 ⟶ 𝑉𝑉 همچنین  ، باشد  (یک به یک و پوشا)دوسویی    ناظرینامیم هرگاه ت می  یریخترا یک همسان  𝜙𝜙 و  
𝜙𝜙−1 باشند 𝑀𝑀.  پیوسته  ⊂ ℝk    موضعا بعدلیدساقرا  از  نقط  ، نامیم می 𝑛𝑛 ی  باشد که همسان 𝑀𝑀  همسایگی در 𝑀𝑀ۀ  هرگاه هر  ریخت یک  داشته 

 . باشد ℝ𝑛𝑛گوی در 

 

 هاۀ خمینه ارتباط میان توپولوژی و هندس

خاصیت بهرچند  فاصله  مانند  هندسی  همسانهای  تحت  فضا  خمیدگی  یا  نقاط  اما مانند نمی  وردانا  (توپولوژیک  ورداهاینا)ها  ریختیین  میان    ، 

خمینه بسته  توپولوژی  مرز)های  بدون  و  پایین  (فشرده  بعد  هندس  (3و    2)  با  آنو  است   هاۀ  برقرار  بیشتر   .ارتباطی  سادگی  دلیل  به  و    ،نخست 

بگیرید جهت  ۀبست   های(خمینه-2)  هایرویه نظر  در  را  همبند  و  قضی  .پذیر  به  توجه  روی طبقه  ۀبا  خمینه  ، ها هبندی  گوناین  با  )شاخص    شانایها 

( توپولوژی )شاخص اویلر( و هندسه )انتگرال خمیدگی گاوسی(،  پذیر و همبندجهت  ۀبست   هایرویهدر این حالت )  .شوندبندی میطبقه  اویلرشان(

 ارتباط روشنی دارند. 

 داریم:  بونه-سگا  ۀبا توجه به قضی تر و به عبارت دقیق

∫𝐾𝐾 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋 𝜒𝜒(𝑆𝑆)
𝑆𝑆

 

توان  با وجود آنکه به صورت موضعی می  .است 𝑆𝑆 شاخص اویلر 𝜒𝜒(𝑆𝑆)و   عنصر سطح 𝑑𝑑𝑑𝑑  ، سیخمیدگی گاو 𝐾𝐾 ، مورد نظر  یۀرو 𝑆𝑆که در آن 

به یکدیگر مربوط   𝑆𝑆هندسه و توپولوژی    ، به صورت سراسری  دهد کهنشان می  قضیهاین  ، اما  هندسه را تغییر داد  ، ریختی همسان  اثر دادن یک  با

 . هستند

کروی هندسه  وجود  ترتیب  این  ثابت    به  𝐾𝐾)خمیدگی  > کره  (0 چنبره  ، روی  روی  تخت  ثابت    هندسه  𝐾𝐾)خمیدگی  = هندسه    (0 هذلولوی  و 

𝐾𝐾)خمیدگی ثابت   < 2ای های با گون رویه روی (0  .رسدسازگار به نظر می هبون-گاوس قضیۀبا   ≥

یکنواخت قضیه  میاما  تضمین  هندسهسازی  چنین  که  رویهکند  این  روی  واقع  به  موجودندهایی  کره  . ها  ذاتی  هندسه  ترتیب  این  و    ،چنبره  ،به 

2ای  با گونهای  هروی  هذلولوی است. تخت و    ، به ترتیب کروی ≥

-سازی پرلمنهندسی  ۀقضی   خشی از آن در غالبو همبند وجود دارد که ب  هبست  یهاخمینه-3در مورد    (هرچند با پیچیدگی بیشتر)مشابهی    نظریۀ

ها و به صورت  آنها )در این خانواده از خمینه  ذاتی  ۀو هندس   و همبند   های بستهخمینه-3میان توپولوژی    ، به این ترتیب   شود. بندی میصورتترسن  

به جای    .جدی برقرار است  یارتباط  های حاصل(و در نظر گرفتن هندسۀ بخش  پذیربستۀ جهت  های اولخمینه-JSJ  3تر، پس از تجزیۀ  مشخص

را در نظر بگیرید. با توجه به قضیۀ طبقه بندی رویه ها، این خمینه ها 
با گونای شان )شاخص اویلرشان( طبقه بندی می شوند. در این حالت 
و  اویلر(  )شاخص  توپولوژی  همبند(  و  بستۀ جهت پذیر  )رویه های 

هندسه )انتگرال خمیدگی گاوسی(، ارتباط روشنی دارند.
به عبارت دقیق تر و با توجه به قضیۀ گاس-بونه داریم:

که در آن 𝑆 رویۀ مورد نظر، 𝐾 خمیدگی گاوسی، 𝑑𝐴 عنصر سطح 
به صورت موضعی  آنکه  با وجود  است.   𝑆 اویلر  )𝜒(𝑆 شاخص  و 
می توان با اثر دادن یک همسان ریختی، هندسه را تغییر داد، اما این 
 𝑆 قضیه نشان می دهد که به صورت سراسری، هندسه و توپولوژی

به یکدیگر مربوط هستند.

روی   )0>𝐾 ثابت  )خمیدگی  هندسه کروی  وجود  ترتیب  این  به 
هندسه  و   )0=𝐾 ثابت  )خمیدگی  چنبره  روی  تخت  هندسه  کره، 
هذلولوی )خمیدگی ثابت 𝐾>0( روی رویه های با گونای 2≥ با 

قضیۀ گاوس-بونه سازگار به نظر می رسد.

اما قضیه یکنواخت سازی تضمین می کند که چنین هندسه هایی به 
این ترتیب هندسه ذاتی کره،  این رویه ها موجودند. به  واقع روی 
چنبره، و رویه های با گونای 2≥ به ترتیب کروی، تخت و هذلولوی 

است.

نظریۀ مشابهی )هرچند با پیچیدگی بیشتر( در مورد 3-خمینه های 
قضیۀ  غالب  در  آن  از  بخشی  که  دارد  وجود  همبند  و  بسته 
ترتیب،  این  به  پرلمن-ترسن صورت بندی می شود.  هندسی سازی 
آنها  ذاتی  و هندسۀ  و همبند  بسته  توپولوژی 3-خمینه های  میان 
)در این خانواده از خمینه ها و به صورت مشخص تر، پس از تجزیۀ 
JSJ 3-خمینه های اول بستۀ جهت پذیر و در نظر گرفتن هندسۀ 
بخش های حاصل( ارتباطی جدی برقرار است. به جای پرداختن به 
جزئیات فنی توپولوژی خمینه های 3-بعدی و قضیۀ هندسی سازی 
بعدی  بخش  در  است،  خارج  متن  این  از حوصله  که  3-خمینه ها 
تلاش خواهیم کرد تا با ذکر مثال هایی از 3-خمینه ها، بخشی از 

تنوع توپولوژیک آنها را مرور کنیم.

مثال هایی از 3-خمینه ها

 R3 ،آشناترین مثال خمینۀ 3-بعدی .E3 فضای اقلیدسی 3-بعدی
 R3 و   R3 برای  است.  اقلیدسی مجهز شده  متریک  به  که  است 
مجهز به متریک اقلیدسی، دومی را با نماد E3 نمایش می دهیم. به 
همین ترتیب فضای اقلیدسی n-بعدی را با En نمایش می دهیم. 

هندسۀ E3 )همچنین همۀ Enها( تخت است.

کرۀ 3-بعدیS3. به صورت توپولوژیک می توان 𝕊3 را به صورت 
دو گوی توپر 3-بعدی در نظر گرفت که از طریق کره‌های 2-بعدی 

مرزی به یکدیگر چسبانده شده اند. هندسۀ 𝕊3 کروی است.

 }𝑥,𝑦,𝑧∈ℝ3∶  0>𝑧{ مجموعۀ   .H3 3-بعدی  هذلولوی  فضای 
که به متریک                       مجهز شده است، مدلی برای فضای 

هذلولوی 3-بعدی است. هندسۀ ℍ3 هذلولوی است.

و  بگیرید  نظر  در  را  توپر  3-بعدی  مکعب   .𝕋𝟑3-بعدی چنبرۀ 
وجه های آن را به صورت زیر با هم یکی کنید. حاصل 𝕋3 است. 
 𝕋3 است. هندسه 𝕊1×𝕊1×𝕊1 از نظر توپولوژیکی 𝕋3 همچنین

تخت است.

رابطۀ   ℝ4-}0{ روی   .P𝟑 3-بعدی  )حقیقی(  تصویری  فضای 
بگیرید.  نظر  در  ناصفر  حقیقی   λ هر  برای  را   x~λx هم ارزی 
)همچنین  همسان ریخت   P3.P3=R4-}0{/~ صورت  این  در 
هموارریخت( گروه SO )3( )گروه همه دوران های ℝ3 حول مبدأ( 

است. هندسۀ P3 کروی است.

صورت  این  در  باشد.  2-بعدی  چنبرۀ   T2 کنید  فرض   .E1×T2
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فضای ۱۲-وجهی پوانکاره. یک ۱۲-وجهی منتظم توپر را در 
نظر بگیرید. هر وجه این ۱۲-وجهی را پس از یک چرخش به اندازۀ       
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𝑑𝑧2+𝑑𝑦2+𝑑𝑥2

𝑧2
         

T3شکل 2. چنبرۀ 3-بعدی

شکل 3. فضای ۱۲-وجهی پوانکاره
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 هاخمینه -3کیهان و 

  زین  نوتوینگرانشی    ۀی جالب است که از نظر)البته    .شودیمنجر م  [۲و    ۱]  دمنی فر  ۀعام به معادل  تینسب   یها در کنار معادله  یشناسهانیاصل ک

 عبارت است از  دمنیفر  ۀصورت متعارف معادل .(را به دست آورد دمنی فر ۀمعادل توانیم

(𝑎̇𝑎
𝑎𝑎)2 = 8 𝜋𝜋 𝐺𝐺

3 𝜌𝜌 − 𝑘𝑘 𝑐𝑐2

𝑎𝑎2  

آن در  𝑎𝑎 ، که  = 𝑎𝑎(𝑡𝑡)  بستگ  کی زمان  به  تنها  که  است  اسکالر  معمول     یتابع  و  ک  عاملدارد  گرانش 𝐺𝐺  ، شود یم  دهینام  هانیاسکالر   𝜌𝜌  ،ثابت 
  𝑎𝑎  تیکه ماه   آن   یبرا  .دیآیبه دست م  یزوتروپیا و    ی همگن  ی هافوق بر اساس فرض  ۀمعادل  . سرعت نور است 𝑐𝑐  و  هانیک  یدگیخم 𝑘𝑘  ، ماده   یچگال
 رابطۀ  آنگاه ، م یده شینما 𝑥⃗𝑥  و فاصله همراه را با 𝑟𝑟  را با ژه یو ۀفاصل  هانیک که در دیروشن شود فرض کن  شتریب یکم

𝑟𝑟 = 𝑎𝑎(𝑡𝑡)𝑥𝑥 

  ی چگال  و 𝜌𝜌  ماده  یمعمول است که چگال  یشناسهانیدر ک  . از زمان است  یتنها تابع 𝑎𝑎که    کند یم  نیتضم  یهمگن  یژگیو   بین این دو برقرار است.

𝑒𝑒  نیشت یمعروف ان   ۀ دو به کمک معادل  نیا  . رندیدر نظر گ  گریکدی به    لیرا به صورت قابل تبد  𝑒𝑒 یانرژ = 𝜌𝜌𝑐𝑐2   هستند و    ل یقابل تبد  گریکدیبه

  م ی کن  نیاگر چن  .شوندیبرابر م 𝑒𝑒 و 𝜌𝜌  آنگاه   .(ستین  رمعمولیغ  یشناسهانیک  یها که در معادله)  میریدر نظر بگ  )یکای طبیعی(  کیرا   𝑐𝑐  اگر ثابت

 ۀ به معادل دمنیفر ۀمعادل

(𝑎̇𝑎
𝑎𝑎)2 = 8 𝜋𝜋 𝐺𝐺

3 𝜌𝜌 − 𝑘𝑘
𝑎𝑎2 

 . است یماده و انرژ یچگال 𝜌𝜌  که در آن شودیم ل یتبد

سرعت دور    . میده  حیست را توضآنهافاصله    امتناسب ب  هاکهکشان  سرعت دور شدن  که   نیبر ا  یکه قانون هابل مبن  دهدیاجازه م  دمنیفر  ۀمعادل

𝑣⃗𝑣 شدن = 𝑑𝑑𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ در جهت  𝑟𝑟  :است و داریم 

𝑣⃗𝑣 = |𝑟̇𝑟|
|𝑟𝑟| 𝑟𝑟 = 𝑎̇𝑎

𝑎𝑎 𝑟𝑟 

 : میدار  قانون هابل  با توجه به

𝑣⃗𝑣 = 𝐻𝐻𝑟𝑟 

 نیبنابرا 

𝐻𝐻 = 𝑎̇𝑎
𝑎𝑎 
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و  بگیرید  نظر  در  را  توپر  3-بعدی  مکعب  -چرخش.  فضای   
وجه های آن را به صورت زیر با هم یکی کنید. حاصل فضای

چرخش است. هندسۀ فضای    - چرخش تخت است.

فضای سایفرت-وبر. یک ۱۲-وجهی منتظم توپر را در نظر بگیرید. 
هر وجه این ۱۲-وجهی را پس از یک چرخش به اندازۀ      یک 
یکی  آن  مقابل  با وجه  در جهت عقربه های ساعت،  کامل  دوران 
فضای  هندسۀ  است.  بسته  3-خمینه  یک  حاصل  فضای  کنید. 

سایفرت-وبر هذلولوی است.

انبساط کیهان

یافته های تجربی نشان می دهند که کهکشان ها در حال دور شدن 
از یکدیگر هستند. این دور شدن به دلیل حرکت کهکشان ها نسبت 
به هم نیست! بلکه این دور شدن نتیجه انبساط کل کیهان است. 
با توجه به داده ها، کیهان با نرخ ۷ درصد در هر یک میلیارد سال 
در حال انبساط است. به عبارت دیگر اگر کیهان به انبساط خود با 
از یک میلیارد سال، همۀ فاصله های  ادامه دهد، پس  نرخ کنونی 
میان کهکشانی به اندازه ۷ درصد کشیده می شوند. این نرخ به ثابت 

هابل شهرت دارد.

معنا  آن  به  که  آنچه  با  بیایید  معناست؟  به چه  کیهان  انبساط  اما 
نیست شروع کنیم. انبساط کیهان به آن معنا نیست که بدن شما به 
تدریج با گذشت زمان بزرگتر می شود و همچنین به آن معنا نیست 

که مدار زمین از خورشید دورتر می شود. حتی به این معنا نیست که 
ستارگان درون کهکشان ما با گذشت زمان از هم دورتر می شوند.
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𝑣⃗𝑣 شدن = 𝑑𝑑𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ در جهت  𝑟𝑟  :است و داریم 
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|𝑟𝑟| 𝑟𝑟 = 𝑎̇𝑎

𝑎𝑎 𝑟𝑟 

 : میدار  قانون هابل  با توجه به

𝑣⃗𝑣 = 𝐻𝐻𝑟𝑟 

 نیبنابرا 

𝐻𝐻 = 𝑎̇𝑎
𝑎𝑎 
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𝐻𝐻2 = 8 𝜋𝜋 𝐺𝐺
3 𝜌𝜌 − 𝑘𝑘

𝑎𝑎2 

  ، مثبت   و با توجه به معادلۀ فوق،   است 𝑘𝑘  صفر شدن  ای  یمنف  ، معادل مثبت   ، بی به ترت  ، هان یک  بودنتخت    ای  یلولو هذ   ، ی کرودر نظر داشته باشید که  

 با  𝜌𝜌 برابر شدن ا یتر کوچک  ، تر معادل بزرگ ، 𝑘𝑘  صفر شدن ای یمنف

3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺 𝐻𝐻2 

 . است

𝐻𝐻  یشناسهانیاصل ک  ل یبه دل  ه کننده است. اگرچاهگمر  یعبارت ثابت هابل کم  همچنین = 𝐻𝐻(𝑡𝑡) وجود ندارد که در    یلیثابت است، اما دل   فضا   در

 ثابت باشد.  زیزمان ن

زمانی که  پاسخ خلصه چنین است:    ؟کیهان چه توپولوژی دارداین پرسش پرداخت که    پاسخ  توان بهمی  حال به اختصار  ،فوق مطالب  با توجه به  

در    .یابیمدست می  خمیدگی کیهاننرخ انبساط و    و انرژی،   ای میان چگالی مادهرابطه  به  نسبیت عام را به کیهان در حال انبساط اعمال کنیم  ۀنظری

 . شود که توسط نامساوی زیر داده می مقداری بحرانی باشد باید بیشتر از  ، 𝜌𝜌 کروی میانگین چگالی ماده و انرژی ۀکیهان با هندس

𝜌𝜌 > 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

 که در قانون گرانش نیوتون   است ثابتی 𝐺𝐺  ثابت هابل و 𝐻𝐻  تر توضیح داده شد، ، همان گونه که پیشندر آکه 

𝐹𝐹 = 𝐺𝐺 𝑚𝑚1𝑚𝑚2
𝑟𝑟2  

میانگین    هذلولوی  ۀدر کیهانی با هندس  .کروی هستند  ۀبا هندس   یهای خمینه-3هایی از  نکاره مثالاوجهی پو-۱۲فضای  و   𝕊𝕊3، ℙ3  .شودظاهر می

 . باشد  باید کمتر از مقدار بحرانی 𝜌𝜌  چگالی ماده و انرژی

𝜌𝜌 < 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

-3  هایی ازمثال  (نتترس-سازی پرلمنیهندس  ۀترسن و قضی  سازیهذلولوی  ۀبا توجه به قضی)های بسته  خمینه-3و اکثر   ℍ3  ، وبر-رتایففضای س

 باید برابر مقدار بحرانی باشد.  𝜌𝜌  . در کیهان تخت، هستند  ۀ هذلولویبا هندس ییهاخمینه

𝜌𝜌 = 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

𝔼𝔼3،   1  فضای
𝕋𝕋2،  چرخش-4 × 𝔼𝔼1  ،𝔼𝔼2 × 𝕊𝕊1 و  𝕋𝕋3 از  مثال هستندخمینه-3هایی  تخت  هندسه  با  به   . های  هابل  ثابت  و  چگالی  که  آنجا  از 

)با توجه به    کیهان  ۀهندس  همچنین  های تجربی مطالعه کرد.بر اساس یافتهرا    کیهان  توان خمیدگیلذا می  ، گیری هستندصورت تجربی قابل اندازه

  ۳۰دادند که چگالی ماده در حدود  نشان می  )تا نزدیک به اواخر قرن بیستم(  های پیشینگیریاندازه  .با توپولوژی آن در ارتباط است   (سازیهندسی

که کیهان قابل   [3] نشان دادند ی جدیدترهاگیریها و اندازهمحاسبه 1998. در سال است هذلولوی  کیهان دادمقدار بحرانی است که نتیجه می درصد

 9 

𝐻𝐻2 = 8 𝜋𝜋 𝐺𝐺
3 𝜌𝜌 − 𝑘𝑘

𝑎𝑎2 

  ، مثبت   و با توجه به معادلۀ فوق،   است 𝑘𝑘  صفر شدن  ای  یمنف  ، معادل مثبت   ، بی به ترت  ، هان یک  بودنتخت    ای  یلولو هذ   ، ی کرودر نظر داشته باشید که  

 با  𝜌𝜌 برابر شدن ا یتر کوچک  ، تر معادل بزرگ ، 𝑘𝑘  صفر شدن ای یمنف

3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺 𝐻𝐻2 

 . است

𝐻𝐻  یشناسهانیاصل ک  ل یبه دل  ه کننده است. اگرچاهگمر  یعبارت ثابت هابل کم  همچنین = 𝐻𝐻(𝑡𝑡) وجود ندارد که در    یلیثابت است، اما دل   فضا   در

 ثابت باشد.  زیزمان ن

زمانی که  پاسخ خلصه چنین است:    ؟کیهان چه توپولوژی دارداین پرسش پرداخت که    پاسخ  توان بهمی  حال به اختصار  ،فوق مطالب  با توجه به  

در    .یابیمدست می  خمیدگی کیهاننرخ انبساط و    و انرژی،   ای میان چگالی مادهرابطه  به  نسبیت عام را به کیهان در حال انبساط اعمال کنیم  ۀنظری

 . شود که توسط نامساوی زیر داده می مقداری بحرانی باشد باید بیشتر از  ، 𝜌𝜌 کروی میانگین چگالی ماده و انرژی ۀکیهان با هندس

𝜌𝜌 > 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

 که در قانون گرانش نیوتون   است ثابتی 𝐺𝐺  ثابت هابل و 𝐻𝐻  تر توضیح داده شد، ، همان گونه که پیشندر آکه 

𝐹𝐹 = 𝐺𝐺 𝑚𝑚1𝑚𝑚2
𝑟𝑟2  

میانگین    هذلولوی  ۀدر کیهانی با هندس  .کروی هستند  ۀبا هندس   یهای خمینه-3هایی از  نکاره مثالاوجهی پو-۱۲فضای  و   𝕊𝕊3، ℙ3  .شودظاهر می

 . باشد  باید کمتر از مقدار بحرانی 𝜌𝜌  چگالی ماده و انرژی

𝜌𝜌 < 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

-3  هایی ازمثال  (نتترس-سازی پرلمنیهندس  ۀترسن و قضی  سازیهذلولوی  ۀبا توجه به قضی)های بسته  خمینه-3و اکثر   ℍ3  ، وبر-رتایففضای س

 باید برابر مقدار بحرانی باشد.  𝜌𝜌  . در کیهان تخت، هستند  ۀ هذلولویبا هندس ییهاخمینه

𝜌𝜌 = 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

𝔼𝔼3،   1  فضای
𝕋𝕋2،  چرخش-4 × 𝔼𝔼1  ،𝔼𝔼2 × 𝕊𝕊1 و  𝕋𝕋3 از  مثال هستندخمینه-3هایی  تخت  هندسه  با  به   . های  هابل  ثابت  و  چگالی  که  آنجا  از 

)با توجه به    کیهان  ۀهندس  همچنین  های تجربی مطالعه کرد.بر اساس یافتهرا    کیهان  توان خمیدگیلذا می  ، گیری هستندصورت تجربی قابل اندازه

  ۳۰دادند که چگالی ماده در حدود  نشان می  )تا نزدیک به اواخر قرن بیستم(  های پیشینگیریاندازه  .با توپولوژی آن در ارتباط است   (سازیهندسی

که کیهان قابل   [3] نشان دادند ی جدیدترهاگیریها و اندازهمحاسبه 1998. در سال است هذلولوی  کیهان دادمقدار بحرانی است که نتیجه می درصد

 9 

𝐻𝐻2 = 8 𝜋𝜋 𝐺𝐺
3 𝜌𝜌 − 𝑘𝑘

𝑎𝑎2 

  ، مثبت   و با توجه به معادلۀ فوق،   است 𝑘𝑘  صفر شدن  ای  یمنف  ، معادل مثبت   ، بی به ترت  ، هان یک  بودنتخت    ای  یلولو هذ   ، ی کرودر نظر داشته باشید که  

 با  𝜌𝜌 برابر شدن ا یتر کوچک  ، تر معادل بزرگ ، 𝑘𝑘  صفر شدن ای یمنف

3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺 𝐻𝐻2 

 . است

𝐻𝐻  یشناسهانیاصل ک  ل یبه دل  ه کننده است. اگرچاهگمر  یعبارت ثابت هابل کم  همچنین = 𝐻𝐻(𝑡𝑡) وجود ندارد که در    یلیثابت است، اما دل   فضا   در

 ثابت باشد.  زیزمان ن

زمانی که  پاسخ خلصه چنین است:    ؟کیهان چه توپولوژی دارداین پرسش پرداخت که    پاسخ  توان بهمی  حال به اختصار  ،فوق مطالب  با توجه به  

در    .یابیمدست می  خمیدگی کیهاننرخ انبساط و    و انرژی،   ای میان چگالی مادهرابطه  به  نسبیت عام را به کیهان در حال انبساط اعمال کنیم  ۀنظری

 . شود که توسط نامساوی زیر داده می مقداری بحرانی باشد باید بیشتر از  ، 𝜌𝜌 کروی میانگین چگالی ماده و انرژی ۀکیهان با هندس

𝜌𝜌 > 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

 که در قانون گرانش نیوتون   است ثابتی 𝐺𝐺  ثابت هابل و 𝐻𝐻  تر توضیح داده شد، ، همان گونه که پیشندر آکه 

𝐹𝐹 = 𝐺𝐺 𝑚𝑚1𝑚𝑚2
𝑟𝑟2  

میانگین    هذلولوی  ۀدر کیهانی با هندس  .کروی هستند  ۀبا هندس   یهای خمینه-3هایی از  نکاره مثالاوجهی پو-۱۲فضای  و   𝕊𝕊3، ℙ3  .شودظاهر می

 . باشد  باید کمتر از مقدار بحرانی 𝜌𝜌  چگالی ماده و انرژی

𝜌𝜌 < 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

-3  هایی ازمثال  (نتترس-سازی پرلمنیهندس  ۀترسن و قضی  سازیهذلولوی  ۀبا توجه به قضی)های بسته  خمینه-3و اکثر   ℍ3  ، وبر-رتایففضای س

 باید برابر مقدار بحرانی باشد.  𝜌𝜌  . در کیهان تخت، هستند  ۀ هذلولویبا هندس ییهاخمینه

𝜌𝜌 = 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

𝔼𝔼3،   1  فضای
𝕋𝕋2،  چرخش-4 × 𝔼𝔼1  ،𝔼𝔼2 × 𝕊𝕊1 و  𝕋𝕋3 از  مثال هستندخمینه-3هایی  تخت  هندسه  با  به   . های  هابل  ثابت  و  چگالی  که  آنجا  از 

)با توجه به    کیهان  ۀهندس  همچنین  های تجربی مطالعه کرد.بر اساس یافتهرا    کیهان  توان خمیدگیلذا می  ، گیری هستندصورت تجربی قابل اندازه

  ۳۰دادند که چگالی ماده در حدود  نشان می  )تا نزدیک به اواخر قرن بیستم(  های پیشینگیریاندازه  .با توپولوژی آن در ارتباط است   (سازیهندسی

که کیهان قابل   [3] نشان دادند ی جدیدترهاگیریها و اندازهمحاسبه 1998. در سال است هذلولوی  کیهان دادمقدار بحرانی است که نتیجه می درصد

 9 

𝐻𝐻2 = 8 𝜋𝜋 𝐺𝐺
3 𝜌𝜌 − 𝑘𝑘

𝑎𝑎2 

  ، مثبت   و با توجه به معادلۀ فوق،   است 𝑘𝑘  صفر شدن  ای  یمنف  ، معادل مثبت   ، بی به ترت  ، هان یک  بودنتخت    ای  یلولو هذ   ، ی کرودر نظر داشته باشید که  

 با  𝜌𝜌 برابر شدن ا یتر کوچک  ، تر معادل بزرگ ، 𝑘𝑘  صفر شدن ای یمنف

3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺 𝐻𝐻2 

 . است

𝐻𝐻  یشناسهانیاصل ک  ل یبه دل  ه کننده است. اگرچاهگمر  یعبارت ثابت هابل کم  همچنین = 𝐻𝐻(𝑡𝑡) وجود ندارد که در    یلیثابت است، اما دل   فضا   در

 ثابت باشد.  زیزمان ن

زمانی که  پاسخ خلصه چنین است:    ؟کیهان چه توپولوژی دارداین پرسش پرداخت که    پاسخ  توان بهمی  حال به اختصار  ،فوق مطالب  با توجه به  

در    .یابیمدست می  خمیدگی کیهاننرخ انبساط و    و انرژی،   ای میان چگالی مادهرابطه  به  نسبیت عام را به کیهان در حال انبساط اعمال کنیم  ۀنظری

 . شود که توسط نامساوی زیر داده می مقداری بحرانی باشد باید بیشتر از  ، 𝜌𝜌 کروی میانگین چگالی ماده و انرژی ۀکیهان با هندس

𝜌𝜌 > 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

 که در قانون گرانش نیوتون   است ثابتی 𝐺𝐺  ثابت هابل و 𝐻𝐻  تر توضیح داده شد، ، همان گونه که پیشندر آکه 

𝐹𝐹 = 𝐺𝐺 𝑚𝑚1𝑚𝑚2
𝑟𝑟2  

میانگین    هذلولوی  ۀدر کیهانی با هندس  .کروی هستند  ۀبا هندس   یهای خمینه-3هایی از  نکاره مثالاوجهی پو-۱۲فضای  و   𝕊𝕊3، ℙ3  .شودظاهر می

 . باشد  باید کمتر از مقدار بحرانی 𝜌𝜌  چگالی ماده و انرژی

𝜌𝜌 < 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

-3  هایی ازمثال  (نتترس-سازی پرلمنیهندس  ۀترسن و قضی  سازیهذلولوی  ۀبا توجه به قضی)های بسته  خمینه-3و اکثر   ℍ3  ، وبر-رتایففضای س

 باید برابر مقدار بحرانی باشد.  𝜌𝜌  . در کیهان تخت، هستند  ۀ هذلولویبا هندس ییهاخمینه

𝜌𝜌 = 3
8 𝜋𝜋 𝐺𝐺  𝐻𝐻2 

𝔼𝔼3،   1  فضای
𝕋𝕋2،  چرخش-4 × 𝔼𝔼1  ،𝔼𝔼2 × 𝕊𝕊1 و  𝕋𝕋3 از  مثال هستندخمینه-3هایی  تخت  هندسه  با  به   . های  هابل  ثابت  و  چگالی  که  آنجا  از 

)با توجه به    کیهان  ۀهندس  همچنین  های تجربی مطالعه کرد.بر اساس یافتهرا    کیهان  توان خمیدگیلذا می  ، گیری هستندصورت تجربی قابل اندازه

  ۳۰دادند که چگالی ماده در حدود  نشان می  )تا نزدیک به اواخر قرن بیستم(  های پیشینگیریاندازه  .با توپولوژی آن در ارتباط است   (سازیهندسی

که کیهان قابل   [3] نشان دادند ی جدیدترهاگیریها و اندازهمحاسبه 1998. در سال است هذلولوی  کیهان دادمقدار بحرانی است که نتیجه می درصد
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ماده ρ و چگالی انرژی e را به صورت قابل تبدیل به یکدیگر در 
به   e=ρc2 انیشتین  معروف  معادلۀ  به کمک  دو  این  گیرند.  نظر 
یکدیگر قابل تبدیل هستند و اگر ثابت c را یک )یکای طبیعی( در 
نیست.(  معادله های کیهان‌شناسی غیرمعمول  در  )که  بگیریم  نظر 
آنگاه ρ و e برابر می شوند. اگر چنین کنیم معادلۀ فریدمن به معادلۀ

تبدیل می شود که در آن 𝜌 چگالی ماده و انرژی است.
که  این  بر  مبنی  هابل  قانون  که  می دهد  اجازه  فریدمن  معادلۀ 
سرعت دور شدن کهکشان ها متناسب با فاصله آنهاست را توضیح 

دهیم. سرعت دور شدن 𝑣=𝑑𝑟𝑑𝑡 در جهت 𝑟 است و داریم:

با توجه به قانون هابل داریم:

بنابراین

با توجه به معادلۀ فریدمن داریم:

در نظر داشته باشید که کروی، هذلولوی یا تخت بودن کیهان، به 
ترتیب، معادل مثبت، منفی یا صفر شدن k است و با توجه به معادلۀ 
یا  k، معادل بزرگ تر، کوچک‌تر  فوق، مثبت، منفی یا صفر شدن 

برابر شدن ρ با

است.

همچنین عبارت ثابت هابل کمی گمراه کننده است. اگرچه به دلیل 
اصل کیهان شناسی )H=H(t در فضا ثابت است، اما دلیلی وجود 

ندارد که در زمان نیز ثابت باشد.

این  پاسخ  به  می توان  اختصار  به  حال  فوق،  مطالب  به  توجه  با 
پرسش پرداخت که کیهان چه توپولوژی دارد؟ پاسخ خلاصه چنین 
انبساط  حال  در  کیهان  به  را  عام  نسبیت  نظریۀ  که  زمانی  است: 
اعمال کنیم به رابطه ای میان چگالی ماده و انرژی، نرخ انبساط و 
خمیدگی کیهان دست می یابیم. در کیهان با هندسۀ کروی میانگین 
که  باشد  بحرانی  مقداری  از  بیشتر  باید   ،ρ انرژی  و  ماده  چگالی 

توسط نامساوی زیر داده می شود.

که در آن، همان گونه که پیش تر توضیح داده شد، H ثابت هابل و 
G ثابتی است که در قانون گرانش نیوتون

مثال هایی  پوانکاره  ۱۲-وجهی  فضای  و   P3  ،S3 می شود.  ظاهر 
هندسۀ  با  کیهانی  در  هستند.  کروی  هندسۀ  با  3-خمینه هایی  از 
هذلولوی میانگین چگالی ماده و انرژی ρ باید کمتر از مقدار بحرانی 

باشد.

فضای سایفرت-وبر، H3 و اکثر 3-خمینه های بسته )با توجه به 
قضیۀ هذلولوی سازی ترسن و قضیۀ هندسی سازی پرلمن-ترستن( 
مثال هایی از 3-خمینه هایی با هندسۀ هذلولوی هستند. در کیهان 

تخت، ρ باید برابر مقدار بحرانی باشد.

E3، فضای    -چرخش، S1 × E2 ،E1 × T2 و T3 مثال هایی از 

ثابت  آنجا که چگالی و  از  با هندسه تخت هستند.  3-خمینه های 
می توان  لذا  هستند،  اندازه گیری  قابل  تجربی  صورت  به  هابل 
خمیدگی کیهان را بر اساس یافته های تجربی مطالعه کرد. همچنین 
هندسۀ کیهان )با توجه به هندسی سازی( با توپولوژی آن در ارتباط 
است. اندازه گیری های پیشین )تا نزدیک به اواخر قرن بیستم( نشان 
می دادند که چگالی ماده در حدود ۳۰ درصد مقدار بحرانی است 
که نتیجه می داد کیهان هذلولوی است. در سال 1998 محاسبه ها 
و اندازه گیری های جدیدتر نشان دادند ]3[ که کیهان قابل رویت، 
هذلولوی نبوده، بلکه تخت )به تقریبی( است. این موضوع با فرمول 
فوق تناقضی ندارد! زیرا اندازه گیری های جدیدتر که در آن »انرژی 
خلأ« نیز وارد شده است )توجه کنید که ρ چگالی ماده و انرژی 
برابر  تقریباًً   ρ خلأ،  انرژی  احتساب  با  که  می دهند  نشان  است(، 
مقدار بحرانی است که تخت بودن )تقریبی( هندسۀ کیهان را نتیجه 

می دهد.

هر چند این نتایج و اندازه گیری ها نسبتاًً اخیر هستند اما مطالعه ها 
و اندازه گیری ها همچنان ادامه دارند و ممکن است نتایج جدیدی 
در قرن بیست و یکم، مدل ها و درک ما از کیهان را دگرگون کنند

گفتار پایانی

در ادامۀ مسیری که در بخش های قبلی مرور شد، همچنان کارهای 
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زیادی باقی مانده است. در قسمت نظریۀ ریاضی با وجود آن که 
برهان پرلمن برای حدس هندسی سازی ترستن مسئله طبقه بندی 
همه  پاسخ گوی  اما  می رساند  سرانجام  به  را  3-بعدی  خمینه های 
بنابراین  پرسش ها در مورد توپولوژی خمینه های 3-بعدی نیست. 
پژوهش ها برای درک بهتر و روشن تر توپولوژی 3-خمینه ها کاملًاً 
نظریۀ  قسمت  در  است.  جریان  در  همچنان  و  نرسیده  پایان  به 
فیزیکی نیز با وجود آنکه معادلۀ فریدمن که بخشی از استدلال های 
بخش های قبل بر اساس آن صورت گرفت، معادله ای پذیرفته شده 
است، اما نحوۀ معنا دادن به چگالی ماده و انرژی و وارد کردن و یا 
نکردن انرژی خلأ به آن بسیار سرنوشت ساز است. در حال حاضر، 
اصطلاح »انرژی خلأ« برچسبی است برای اشاره به مفهومی که 
در مورد آن چیز زیادی نمی دانیم. اما این مفهوم با توسعه درک ما 
از کیهان مرتبط به نظر می رسد. در قسمت اندازه گیری های تجربی 
دقیق  برآورد  مثال،  عنوان  به  دارند.  ادامه  فعالیت ها  همچنان  نیز 
از  کهکشان ها  فاصله  دقیق  نبودن  دست  در  دلیل  به  هابل  ثابت 
در  برای سادگی،  است. هرچند  نبوده  امکان پذیر  تاکنون  یکدیگر، 
این متن، آن را ۷ درصد در هر یک میلیارد سال در نظر گرفتیم اما 
یافته های تجربی متفاوت ]۶ و ۷ و ۸[، عددی بین ۵ تا ۸ درصد 

را پیشنهاد می دهند. روشن است که ثابت هابل، نقشی اساسی در 
مطالعه هندسه و توپولوژی کیهان ایفا می کند.

روش های  همچنین  فیزیکی،  و  ریاضی  نظریه های  اگر  پایان،  در 
اندازه گیری به حدی پیشرفت کنند که مدلی بسیار رضایت بخش 
از هندسه و توپولوژی کیهان و همچنین انبساط آن ارائه دهند که 
خمیدگی کیهان را با دقت و اطمینان بالایی به دست دهد )که در 
باقی  بی پاسخی  پرسش های  همچنان  نیست.(  چنین  حاضر  حال 
می ماند. به عنوان مثال، یکی از این پرسش ها می تواند چنین باشد: 
فرض کنید بپذیریم که کیهان تخت است. اما در این صورت با کدام 
3-خمینۀ تخت مواجه هستیم؟ زیرا فضای اقلیدوسی 3-بعدی تنها 
 ،E1×  T2 - چرخش،  نیست. فضای    تخت  با هندسۀ  3-خمینه 
S1 × E2 و T3 همگی 3-خمینه هایی با هندسه تخت هستند که 

خمیدگی  یافتن  از  پس  حتی  بنابراین  نیستند.   E3 همسان ریخت 
کیهان، با پرسشی بی پاسخی مواجه هستیم. خوشبختانه همچنان 
برای  اندازه گیری،  و  ریاضی-فیزیکی  بر مدل های  مبتنی  راه هایی 
چنین  پاسخ  یافتن  برای  تلاش  احتمالًاً  دارد.  وجود  پاسخ  یافتن 
قرن  کیهان شناسی  و  ریاضی  فعالیت های  از  بخشی  پرسش هایی 

بیست و یکم خواهند بود.
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