
مقدمه

شبح تجزيه متوالی يک تابع دلخواه به تابع های ساده تر، در کارهای 
منجمان قديم بابلی و يونانی مشاهده شده و البته نظير آن در مورد 
اعداد حقيقی مثبت نيز پيشينه ای بس طولانيتر داشته است. تجزيه 
کسرها به کسرهای دودوئی توسط مصريان، شصت شصتی توسط 
سومريها  و دهدهی توسط هنديها از زمان های دور انجام ميشده 
است ]1[. در فرضيه زمين مرکزی نيز يونانيان مسير سياره را نخست 
دايره ای به مرکز زمين يا نزديک زمين گرفته و به مرور که متوجه 
انحراف سياره از مسير تخمينی ميشدند، يک دايره هم بر آن دايره 
سوار ميکردند تا انحراف های جزئی توجيه شود. دانشمندان غرب 
و شرق تا سقوط فرضيه زمين مرکزي، اين کار دايره بردايره نهادن را 
به اميد يافتن مسير دقيق تا قرن ها ادامه دادند. در مورد تشبيه پيچ و 
تاب های موضعی يک منحنی نيز، رياضيدانان قرن هيجدهم اروپا 
نخست منحنی را با مقدار آن، سپس با مقدار مشتق آن و همينطور 
مشتقات بعدی آن مشخص ميکردند که مبحث سريهای تيلور 
و مک لورن1 را به وجود آوردند. قرن نوزدهم با سريهای فوريه2 
شروع شد که وضع کلی تابع را بررسی ميکرد و در هر مرحله با 

چکیده

تقریبات مرحله به مرحله ای که در این مقاله با عنوان »تقریبات آشکوبه ای« معرفی می‌شوند، گونه ای از روش های علمی اند که در آنها هر مرحله جدید، 
بدون حذف یا تغییر اطلاعات مراحل پیشین، صرفاًً با افزودن جزئیات بیشتر، بر دقت تقریب می افزاید. نمونه های متعددی از این ساختار در تاریخ علم و 
ریاضیات به چشم می خورد: از بسط های دودویی، شصت شصتی و ده دهی کسرها در تمدن های باستان، تا اصلاح مسیر سیارات با مدل های فلک بر فلک 
در نجوم بطلمیوسی، و از بسط های تیلور و مک لوران در تقریب پیچ وتاب موضعی خم ها و رویه ها، تا تحلیل فوریه و پردازش چندریزه سازی موجها در 
علوم معاصر. هر یک از این روش ها بر پایه ساختاری طبقه مند و افزایشی بنا شده اند که بدون بازنویسی تقریبات قبلی، تنها با افزودن لایه های جدید، 
به هدف نهایی نزدیک تر می شوند.  در اینجا با رویکردی تاریخی و تحلیلی، مسیر تحول این نگرش آشکوبه ای را در ریاضیات، نجوم و پردازش سیگنال 
بررسی شده و نشان می دهیم که چگونه این منطق مرحله ای، از دل مشاهدات تجربی باستانی تا مدل سازی های دقیق امروزی در نظریه موجک ها و 
پردازش پیام، گسترش یافته است. در نهایت، حتی مفاهیم به ظاهر ساده ای چون تقریب نیز می توانند از بنیان های تاریخی، فلسفی و فناورانه ای ژرف 

برخوردار باشند و همچنان الهام بخش تأملات علمی نوین قرار گیرند.

کلیدواژگان: تقریب آشکوبه ای، بسط سری های ریاضی، کسرهای دودویی، موجک ها، تاریخ ریاضیات
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وارد کردن سينوس ها و کسينوس های با فرکانس بيشتر، به شکل 
واقعی تابع نزديک تر ميشد. در تمام مثال هائی که برشمرديم، عمل 
تقريب از روندی آشکوبه ای )طبقاتي( برخوردار است: از يک طبقه 
پايه شروع ميشود و با اضافه شدن هر طبقه، جزئيات بيشتر تقريب 
آشکار ميگردد. مثلا در تقريبات دهدهي، معمولا جزء صحيح عدد 
را پايه تقريب ميگيرند و رقم اول بعد از مميز آشکوبه بعدی است 
و ...؛ در نظام فلکي، همان فلک اول را پايه ميگيرند و فلک بعدی 
موضعی  مقدار  تيلور  بسط  در  ...؛  و  ميشود  سوار  اول  فلک  روی 
تابع را پايه ميگيرند و مشتق اول را مشخصه بعدی و ...؛ در سری 
فوريه مقدار متوسط تابع را پايه ميگيرند و در طبقه بعدی ميزان 
را  )موج(  تابع  در  موجود  کسينوس  ميزان  بعدی  طبقه  و  سينوس 
تعيين ميکنند؛ و ساير مثال ها هم به همين ترتيب. گرچه محاسبه 
هر  نتيجه  چون  ولی  دارد  آشکوبه ای  طبيعت  هم  لبگ3  انتگرال 
مرحله يک عدد خواهد بود کليه اطلاعات مرحله ای در همان عدد 
بعدی  بخش های  در  نميماند.  برجا  ساختاری  و  ميشود  خلاصه 
مثال هائی را که يادآور شديم با جزئيات بيشتری مطالعه ميکنيم. 

1. Taylor & Maclaurin series
2. Fourier series
3. Lebesgue integral
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فرهنگ واژگان

تقریب آشکوبه ای: فرایندی همانند تقریب دهدهی یک کمیت که مرحله به مرحله انجام می‌شود و هرجا متوقف شویم، جواب نهائی کلیه 
جواب‌های مرحله‌های قبل را نمایش می‌دهد.

فلک گردش سیاره: در فرضیه زمین مرکزی )یعنی فرض گردش جهان به دور زمین(، نخست تصور می‌شد خورشید و هر یک از سیارات 
دیگر بر دایره‌ای به نام فلک اول آن سیاره در گردش است. با افزایش دقت رصدها متوجه شدند که سیاره از محیط فلک اول دور و نزدیک 
می‌شود و لذا فرض شد که سیاره بر فلک دومی می‌چرخد که مرکزش روی فلک اول می‌لغزد و به همین ترتیب فلک‌های سوم و چهارم و 

غیره را تعریف می‌کردند. 
سری عددی: مجموع صوری بینهایت عدد که ممکن است مانند سری ... +   +   +   +1 بی‌معنی یا واگرا باشد و یا مثل سری    +    +1      

... +    +    + با معنا یا همگرا باشد:

سری تابعی: همانند سری عددی است، جز این که در آن به جای »عدد«، »تابع عدد مقدار« بگذارند.

بسط تابع: نوشتن یک تابع به صورت یک سری تابعی همگرا )معنادار(. برحسب شرایط تابع، بسط‌های گوناگونی مانند »بسط تیلور«، »بسط 
an(x-a)n ام آن به صورتn مک لورن«، »بسط فوریه«، یا غیره را می‌توان برایش نوشت. در سری‌های تیلور یا مک‌لورن، جمله

و در سری فوریه به صورت )ansin n(x-a) + bnsin n(x-a است.

انتگرال ریمان: تابع نامنفی و کراندار f را با دامنه تعریف ]a,b[ در نظر بگیرید. هر شکل حاصل از اجتماع تعدادی متناهی از مستطیل‌های 
تباهیده یا ناتباهیده را در نظر بگیرید که قاعده‌های پائین شان دامنه را بپوشانند و قاعده‌های بالایشان بالای )متناظراََ پائین( منحنی نمایش 
f باشند؛ مساحت شکل حاصل را یک زبرجمع )متناظرا یک زیرجمع( ریمانی تابع f بنامید. بدیهی است که هر زبرجمع ریمانی بزرگتر از 
یا مساوی با هر زیرجمع ریمانی است و در نتیجه دست کم یک عدد I وجود دارد که کوچکتر از یا مساوی با همه زبرجمع‌ها و بزرگتر از 

یا مساوی با همه زیرجمع‌ها باشد. اگر این عدد یکتا باشد، آن را انتگرال ریمانی تابع f نامند و گویند تابع مزبور ریمان انتگرال پذیر است. 

اندازه لبگ: در فضای یک بعدی، طول هر بازه بسته، باز یا نیم‌باز، تباهیده یا ناتباهیده از a تا b برابر با b-a است؛ حال اگر اجتماعی از چند 
پاره خط جدا از هم داشته باشیم، مجموع طول‌هایشان را اندازه لبگ آن اجتماع می‌نامیم. با استفاده از سری‌های عددی، می‌شود اندازه لبگ 
را برای هر تعداد شماره از بازه‌ها تعمیم داد. اندازه لبگ هر تعداد شمارای نقطه هم صفر است و اگر به مجموعه‌ای تعداد شمارائی نقطه کم 
یا اضافه کنیم تاثیری در اندازه لبگ آن نمی‌کند. )بنابراین، اندازه لبگ مجموعه عددهای گویا صفر است.( نظریه اندازه لبگ کلاس همه 

مجموعه‌هائی را بررسی می کند که به طور معقولی بتوان اندازه لبگ را برایشان تعریف کرد ولو آن که ∞+ باشد.

 g(x(=1 بنامید. این تابع از بالا به تابع ثابت f انتگرال لبگ: به عنوان مثال، تابع مشخصه مجموعه کلیه عددهای گویای واقع در بازه ]0,1[ را
و از پائین به تابع ثابت g(x(=0 مماس است. انتگرال ریمان g مساوی 1 و انتگرال ریمان h مساوی 0 و در نتیجه

)f زیرجمع ریمانی( ≤  0 > 1   )f زبرجمع ریمانی(;

بنابراین تابع f ریمان انتگرال پذیر نیست. اما سایه عمودی f روی ]0,1[ اندازه‌اش برابر 0 است، پس طبیعتاََ )مساحت زیر f( = )قاعده  ارتفاع(  
× 0 = 0. این مساحت را انتگرال لبگ تابع f نامند و همانند انتگرال پذیری ریمان به تابع‌های نامنفی تعمیم داده می‌شود. نظریه انتگرال  ﻿1 =

لبگ کلاس همه تابع‌هائی را بررسی می کند که به طور معقولی بتوان انتگرال لبگ را برایشان تعریف کرد.

موجک: در آنالیز همساز، با استفاده از سری‌های فوریه )و گاهی نیز تبدیل‌های فوریه( یک موج دلخواه را با امواج ساده سینوسی و کسینوسی 
تقریب زده و در موارد مختلفی از قبیل مخابره صوت، یا ضبط اثر انگشت و غیره استفاده می‌کنند. این تقریبات برای موج‌هائی که ناگهان 
شدید شده و سپس میرا می‌شوند نامناسب و پرهزینه هستند و لذا سینوس و کسینوس را با تابع‌های مناسب‌تری به نام موجک عوض می‌کنند

آنالیز چند ریزه سازی: چارچوبی است برای بررسی سیگنال‌ها و داده ها در مقیاس‌های مختلف. در این روش، داده به صورت سلسله مراتبی 
به بخش‌های نسبتاََ کلی و جزئیاتی تقسیم می شود تا امکان مشاهده همزمان رفتار کلی و تغییرات سریع را فراهم کند. این آنالیز اساس نظریه 

موجک‌هاست و در مقایسه با آنالیز فوریه توانائی بیشتری در تحلیل موضعی دارد.
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اين اصطلاح آشکوبه ای را از کتابی ]2[ اقتباس کرده ایم که مولف 
آن مدعی ابداع آن نيست؛ ضمنا خواننده را به خواندن صفحات 15 

تا 18 همان کتاب تشويق ميکنیم.
با  آن  پیوند  و  آشکوبه ای«  »تقریبات  مفهوم  عینی سازی  برای 
حوزه های  از  مثال  چند  ادامه  در  کاربردی،  و  تاریخی  نمونه های 

مختلف ارائه شده است. برای حظ بصر خواننده، تصویری از نمای 
یک بنای سنتی با بادگیرها و حیاط میانی )شکل‌ ۱( اضافه کرده ایم 
که در آن هر لایه با یک معماریِِ مجزا نقش و اطلاعاتی خاص 
خود دارد و با افزودن لایه های بالاتر، ساختارهای اطلاعاتیِِ مراحل 

قبلی پابرجا هستند.

2. کسرهای دودوئي
بسط های دودوئی و دهدهی و شصت شصتی که از گذشته دور رايج 
در  ما  که  برخوردارند  مشابهی  آشکوبه ای  ساختارهای  از  بوده اند، 
اين مقاله به بسط دودوئی بسنده ميکنيم. از 3100 تا 2000 ق.م.، 
کشاورزان مصري، پنج تا کسر دودوئی )نصف، ربع، يک هشتم، ... تا 

يک شصت وچهارم( داشتند که در توزين و توزيع روزانه شان استفاده 
دودوئی  کسرهای  با  که  داشتند  هم  دوسوم  کسر  يک  و  ميشد 
ترکيب ميشد و در نگهداری حساب سال و ماه به کار ميرفت. 
کارگر   5 بين  که  ميدادند  به سرکارگری  را  نان   11 اگر  بنابراين 
توزيع کند، آن کار را در سه مرحله به شرح جدول 1 انجام ميداد.

مرحلهکسر و خارج قسمتباقیمانده

1

2

3

ملاحظه کنيد که در مرحله اول به هر نفر 2  قرص نان رسيد. يک 
ابزاری برای  نان باقيمانده ارزش پنج قسمت شدن را داشت ولی 
ايجاد     نبود. )امروزه هم اگر از ما بخواهند دايره ای را به 5 قسمت 
مساوی تقسيم کنيم، بدون نقاله درد سر خواهيم داشت.( لذا نان را 
نصف کردند که به يمن تقارن دایره، کار مشکلی نبود. دو نيمه نان 
را نميشد به 5 نفر داد لذا هر نصفه را نصف کردند، باز هم نشد؛ بار 
سوم که قطعات حاصل را نصف کردند، 8 قطعه    توليد شد و به 
هر نفر يک قطعه    رسيد و سه قطعه    هم باقيماند. قطعه های 

باقيمانده را نصف کردند، شش قطعه    توليد شد که به هر نفر يک 
قطعه رسيد و 1 قطعه    هم باقی ماند. اگر اين قطعه را هم نصف 
و نصفه ها را دوباره نصف ميکردند، به چهار قطعه    ميرسيدند 
نه می شد نصف کردن  بين 5 کارگر تقسيم کرد و  نه می شد  که 
را ادامه داد چون به دلائلی کسر       در فرهنگ مصری وجود 
نداشت. لذا تقسيم به همان جا ختم  شد و لابد سه قطعه باقيمانده 
هم به خزانه برگشت! در زمان دودمان يازدهم که صنعت داروسازی 
پيشرفت کرد و قدرت داروسازان بر کاهنان چربيد، با حفظ حرمت 
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شکل 1. بنای  آشکوبه ای خانه آقازاده، واقع در ابرکوه، استان یزد

جدول 1. تقسيم 11 نان بين 5 کارگر در مصر بسيار قديم
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1. Nicolaus Copernicus
2. Johannes Kepler

پنج کسر مقدس    تا    ، انواع کسرهای ديگر هم به کار گرفته شد. 
چون پادشاهی به دودمان دوازدهم )2000 ق.م.( رسيد، از اهميت 
کسرهای دودوئی کاسته شد و همه کسرهای با صورت 1 به عنوان 
توجه  شدند.  مصريها  کار  و  زندگی  وارد  شده  تعريف  ابزارهايی 
کنيد که کاهنان و رياضيدانان )دست در دست هم( همه سنگرها 
را خالی نکردند و مثلا بجز دوسوم که به طور طبيعی خودش را 
بيشتر  يا   2 با صورت  کسر  هيچ  بود،  کرده  جا  کشاورزان  دل  در 
مجوزداری  کسر  يعنی  ندادند.  رياضيات  عرصه  به  ورود  مجوز  را 
مانند    که قبلا به صورت تقريبی »     و    « اظهار وجود ميکرد، 
حالا خودش مستقيما به عنوان يک کسر تعريف شده، يک سنجه 
پذيرفته شده عرض اندام ميکند، اما کسر دوپنجم هنوز حق اظهار 
وجود ندارد و نميتواند خود را به عنوان دوبرابر يک پنجم معرفی 
کند. کسر دوپنجم اگر نميخواهد به روش آشکوبه ای با کسرهای 
دودوئی به صورت »    و    و    « تقريب زده شود بايد چند تا 
کسر متفاوت با صورت های 1 پيدا کند که مساوی مجموع آن ها 
شود؛ مثلا      می بایست به صورتی مانند           اظهار وجود کند. 
بنابراين، مصريها کسرهای يک پنجم، يک سوم و يک پانزدهم را 
مستقيما ميشناختند ولی دوپنجم را مستقيما نميشناختند )يا اجازه 
نداشتند بشناسند( و ميبايست آن را به صورت »    و    « ببينند]3[

کامپيوتر و رايانه دو اصطلاح علمی مترادف با دو معنای متفاوت 
هستند؛ يکی محاسبه ميکند و اطلاعات تازه توليد ميکند، ديگری 
ميکند.  بندی  طبقه  دسترسي،  سهولت  برای  را  تازه  اطلاعات 
متاسفانه مصريها با معرفی نيم بند کسرهای يکين )يک چندم ها(، 
به  را  عددهايشان  ميتوانستند  نه  شدند؛  محروم  نعمت  دو  هر  از 
و  مقايسه  برای  ساده ای  الگوريتم  نه  و  کنند  بندی  طبقه  راحتی 
علمی  رونق  مصر  نيز  پس  آن  از  داشتند.  کسرهايشان  ارزشيابی 
از  دوران هائی  به  علمی اش  طلائی  عصر  و  داد  دست  از  را  خود 
و  فرساينده  سياسی  خيزهای  و  افت  و  دوام  کم  جهانگيری های 

لاجرم خفقان های داخلی مبدل شد.

3. نظام فلکی سیارات

غلط  فرضيه  که  ميلاد،  از  قبل  قرن  چند  از  يونانی  منجمان 
ابتدائی  مشاهدات  از  برداشتی  با  گرفتند،  مبنا  را  زمين مرکزی 
قرار  مقرنس(  )سقف  ثابتی  فلک  بر  را  آسمانی  اجرام  همه  خود، 
و  ميچرخيد  زمين  )محور(  حول  بار  يک  روز  شبانه  در  که  دادند 
اين، خورشيد  بر  عالم محسوب ميشد. علاوه  مرکز  زمين،  مرکز 
هر  که  داشتند  متفاوتی  گردش های  نيز،  شده  شناخته  سيارات  و 
در فلک جداگانه ای حول مرکز  اوليه،  يونانيان  به زعم  کدامشان، 
بيرونی  ابوريحان  به ويژه  زمين ميچرخيدند. دانشمندان اسلامي، 
به  را  سيارات  يا  خورشيد  فلک های  از  هريک  1048م.(،  تا   973(
دايره ای خلاصه ميکردند که همان مسير سياره بود ]4[،]5[. ما نيز، 

از اين به بعد، همين تعريف را برای خورشيد و سيارات ميپذيريم. 
با دقيق تر شدن رصد سيارات، يونانيان پی بردند که مدار سيارات 
گرد نيست و مثلا عطارد که عين خورشيد سالی یک بار دور زمین 
ميچرخد، مرکزش روی فلک باقی نميماند و بالا و پائين ميشود. 
به وضعيتی که قبلا رصد شده  تا عطارد  ده سال طول ميکشيد 
برگردد و در اين مدت ده بار زمين را دور ميزد. )در شکل 4 روی 
يکی از منحنيها حرکت کنيد و تعداد دورها را بشماريد تا به نقطه 
اول برسيد؛ اين شکل ها از ويکيپديا کپی شده است و اعتراف بايد 
آن  بدون  ولی  است  نشده  اعلام  مرجع  عنوان  به  گرچه  که  کرد 
نوشتن اين مقاله مقدور نبود.( سياره زهره هم وضع مشابهی داشت 
و اوضاع سيارات عُُلوی مانند مريخ و مشتری به مراتب پيچيده تر 
بود. چون هدف ما نجوم نيست، فقط بر سيارات سُُفلی و آن هم، 
بوده  بيشتر در کانون توجه منجمين اسلامی  به عنوان مثالی که 
است، فقط بر عطارد تمرکز ميکنيم. منجمان يوناني، برای اين که 
کردند؛  اضافه  برايش  کوچک  فلک  يک  شود  عطارد حل  مشکل 
خودش روی پيرامون فلک کوچک ميچرخيد و مرکز اين فلک نيز 
اوليه، زمين را دور ميزد. فيلسوفان يونانی هم بيکار  روی فلک 
نبودند و در ازای هر فلکی که منجم يونانی تعبيه ميکرد، يک يا 
دو فلک هم آنان ميافزودند تا سياره را به حرکت وادارد. فلک های 
کپلر2  و  1543م.(  تا   1473( کپرنیک1  را  منجمان  و  رياضيدانان 
کردن  بيدار  با  و  کردند  پاک  مقرنس  گنبد  از  1630م.(  تا   1571(
زمين از خواب ناز، او را همراه با ساير سيارات در مدارهائی مدور يا 
بيضوی به گردش دور خورشيد وا داشتند. فلک های ارسطو و ساير 
فيلسوفان را هم، نيوتن با قوانين خودش فروريخت و اراده حرکت 
را به دست نيروی جاذبه سپرد. آنچه در اين مقاله مدّّ نظر ما خواهد 
برای  منجمان  و  رياضيدانان  روي هم سوار شده  دايره های  بود، 
نمايش مسير گردش عطارد است و کاری به عامل حرکت عطارد 
نداريم. همان طور که گفتيم، برای يافتن مسير عطارد، آن را در 
حال چرخش بر دايره ای فرض کردند که مرکزش بر دايره ديگری 
حول زمين ميچرخيد. اگر به جای دايره مثلا بيضی را ميگذاشتند 
شايد به جواب مطلوب نزديک تر ميشدند ولی باور نميکردند که 
طبيعت آنقدر بدسليقه باشد که شکل زيبای دايره را رها کند و به 
جايش شکل قناس بيضی را بگذارد. )وقتی که از افلاطون دليل 
بزرگ تر بودن مساحت سطح دايره از مساحت هر شکل ديگری با 
همان اندازه محيط را خواسته بودند، جوابی به اين مضمون داده بود 

که شکلی زيباتر از دايره نيست.( 

برای رفع تناقضات رو به افزايش مسير حرکت عطارد، تعداد اين 
دايره ها مرتباًً افزوده ميشد؛ به طوری که چون نوبت به قطب الدين 
نصيرالدين  خواجه  برجسته  شاگرد  1311م.(  تا   1236( شيرازی 
توسی )1201 تا 1274م.( رسيد، عطارد را 10 فلک بود ]20[. به 
علاوه، بطلميوس )90 تا 168م.( نيز برای توجيه انحراف از استوای 
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که  داده اند  نمايش   × با  را  عطارد  اول  فلک  مرکز   ،2 شکل  در 
طبق الگوی بطلميوس بالای مرکز عالم )يعنی مرکز زمين( قرار 
گرفته است؛ دايره های خط چين، فلک های منجمان و رياضيدانان 
ميکنند.  ترسيم  را  عطارد  مسير  منحنی  که  ميدهند  نمايش  را 
که  ميدهند  نمايش  را  فيلسوفان  فلک های  نيز  خط پر  دايره های 
تاثيری در معادله مسير ندارند ولی اگر نباشند عطارد از جايش تکان 
نميخورد! شکل 3 نيز احتمالا مسير عطارد را در طول چند سال 
نشان ميدهد که 10 بار بايد دور زمين بچرخد تا به همان وضعيت 

شکل 2. الگوی فلکی عطارد در نظریه زمين‌مرکزي

شکل 3. مسير يک سياره  با دو فلک 

1. Georg Saliba

خود،  فيزيکی  کشفيات  و  جديد  رصدهای  از  تلفيقی  با  کپلر  بعد 
توانست مدور بودن مسير را رد و بيضی بودن آن را اثبات کند. تنها 
اعلام فرضيه  او در  يافتن  نظريه کپرنیک، جرأت  از  استفاده‌ کپلر 
خورشيدمرکزی بود. به هر حال، کپرنیک با بهره گيری از قدرت خود 
در لهستان، دوری از واتيکان، و احترامی که در خلال ماموريت های 
را  سياسياش در واتيکان ذخيره کرده بود، ضربه غافلگيرانه خود 
بر تفکر پوسيده زمين مرکزی وارد آورد. گويند کپرنیک علي رغم 
و  نداشت  را  نظريه خود  انتشار  اصرار دوستان و حاميانش، جرأت 
پس از آن که کتاب انقلابياش را به چاپ رساندند و نسخه ای از 
آن را در بستر مرگ روی سينه اش گذاشتند، با نگاه رضايت آميزی 
به جلد آن درگذشت. بعدها کپلر بر مبنای مشاهدات نجومی خود 
و  پذيرفت  را  کپرنیک  نظريه  مسيحي-ميترائي،  التقاطی  اعتقاد  و 
همان طور که گفتيم با سعی و خطا آن قدر رصد و محاسبه کرد تا 

بیضوی بودن مسیر سیارات را به اثبات رساند.

زمين، مرکز بزرگترين فلک عطارد را کمی جابه جا کرد. يک تغيير 
بنيادی هم خواجه نصير توسی داده بود که عطارد سه فلک دايره ای 
ديگری  راه  هم  خودش  شاگرد  حتی  و  نگرفت  رونق  ولی  داشت 
پيمود. در الگوی توسي، فلک اول عطارد حول زمين ميچرخيد و 
مرکز فلک دوم را با خود ميبرد اما وضعيت اين دو فلک نسبت به 
هم ثابت بود. عطارد بر محيط فلک سوم که قطرش مساوی شعاع 
فلک دوم بود قرار داشت و نسبت به آن فلک ثابت بود اما فلک 
سوم توی فلک دوم بر محيط آن ميلغزيد و سرعت های فلک اول 
و فلک سوم چنان تنظيم شده بود که مسير عطارد شبيه منحنی 
نمايش y=sin x شده بود که محور xها را روی محيط  فلک اول 
انتقاد  با  نيز  1474م.(  تا   1403( قوشچی  ابوالعلاء  باشند.  خمانده 
بر فلک های بطلميوسی تعداد وترتيب و مرکزهای افلاک عطارد 
را تغيير داد که جرج ساليبا1 ]6[ صرفنظر از درست یا غلط بودن 
فرضيه زمين مرکزي، کار رياضی انجام شده در آن را يک پژوهش 
اصيل و عميق ميداند. طبيعتا اين پيچيدگيها، سروصدای عده ای 
بلند ميکرد و خواستار ترک تفکر دردسرساز زمين مرکزی  را هم 
دانشمندان دوره اسلامی چه موافق چه مخالف، همين  ميشدند. 
نتيجه های  و  ميبستند  کار  به  را  يونانی  فلک  فلک  بر  الگوهای 
خوبی هم ميگرفتند. خواجه نصير و ابن شاطر )1304 تا 1375م.( 
در  اما  ماندند،  وفادار  زمين مرکزی  فرضيه  بر  عمر  پايان  تا  گرچه 
برای  و روش  هائی  آن شده  پاگير  و  اشکالات دست  متوجه  عمل 
رد، تاييد يا اصلاح آن در نظر داشتند ]21[. بنا به تحقيقات جرج 
ساليبا، کپرنیک با پيگيری کار خواجه و ساير منجمان مراغه، تفکر 
را برای هميشه منسوخ و فرضيه خورشيدمرکزی را  زمين مرکزی 
رواج داد. ساليبا با بررسی استدلال های اشتباه و برداشت های ناقص 
کپرنیک از قضيه دودايره خواجه نصير و کپی برداريهای ناشيانه 
از آن، نتيجه ميگيرد که کپرنیک مسلما به رساله خواجه دسترسی 
داشته است ]7[. نگارنده اول مقاله حاضر اضافه ميکند که با توجه 
به منش و رفتار پاک خانواده کپرنیک در طول عمر پرماجرايشان، 
سکوت در مورد استفاده از يک رياضيدان و فقيه مسلمان را بايد به 
حساب ترس او از دادگاه تفتيش عقايد و تکفير کليسا دانست چرا 
که تا صد سال پس از مرگ کپرنیک، دانشمندانی همچون گاليله 
)1564 تا 1642م.( به جرم طرفداری از نظريه خورشيدمرکزی او، 
مورد بازجوئی قرار ميگرفتند و کمترين راه برای گریز از مجازات 
توبه و اعتراف بود. سهل انگاری کپرنیک نيز که در طليعه رنسانس، 
به  کپرنیک  دانست.  عمدی  بايد  نميديد،  بعيد  را  حقيقت  کشف 
يمن نفوذ مثبت سياسی و کمک های مالی شاهزادگان حامي، به 
رصدهائی از خورشيد و ساير سيارات توفيق پیدا کرد که هیچ شکی 
در ذهن او در مورد خورشيدمرکزی باقی نگذاشت و او را مصمم 
پوسیده زمین  تفکر  رياضيدانان شرقي،  افزودن کارهای  با  ساخت 
مرکزی را ريشه کن کند و گرنه آنچه او به عنوان نتيجه رياضی 
اعلام کرد، حکم غلط مدور بودن مسير سيارات بود که صد سال 
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ثابت  ضريبی   Dn و  طبيعی  عددی   n آن ها  در  که  آورد  دست  به 
ميکنند  که  کنند  حرارت صدق  معادله  در  بايد  جواب  ها  اين  بود. 
بگذاريد   1 يا   0 را   x اگر  کنيد(.  امتحان  و  بگيريد  را  )مشتقاتشان 

9 
 

𝑥𝑥[، در مسئله فرضی حرارت، دو قاعده ) 10فوریه] = 𝑥𝑥و    0 = را بین دو قالب یخ در     ℓ= 1ای به طول  ( میله1
برسد که    𝑓𝑓(𝑥𝑥)حال ذوب قرار داده و بقیه میله را گرم کرد تا  درجه حرارت هر مقطع از میله به مقدار از پیش تعیین شده  

فاصله مقطع از قاعده چپ میله در شکل زیر است. سپس در حالی که دو قاعده را در تمام مدت آزمایش در    𝑥𝑥جا  در این
هر مقطع را در گذر زمان مطالعه  دما    داشت بقیه میله را به حال خود واگذاشت تا روند آزاد تغیبرات  صفر درجه نگه مي

 کند. معادله با مشتقات جزئی حرارت را هم به صورت  

𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ; 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 

,𝑢𝑢(𝑥𝑥فرض کرده بود که در آن   𝑡𝑡)  مقطع به فاصله   دمای𝑥𝑥   از مبدا در لحظه𝑡𝑡 .بود 

 
,𝑢𝑢(𝑥𝑥وی فرض کرد یک جواب خصوصی معادله به صورت   𝑡𝑡) = 𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑇𝑇(𝑡𝑡)    باشد و آن را به سادگی حل کرد و

 بینهایت جواب به صورت
𝑢𝑢𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐷𝐷𝑛𝑛e−αn2π2t sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛) 

ها باید در معادله حرارت صدق کنند که ضریبی ثابت بود. این جواب 𝐷𝐷𝑛𝑛عددی طبیعی و   𝑛𝑛ها  به دست آورد که در آن
شود و همین انتظار  مي  0بینید که درجه حرارت  بگذارید مي  1یا    0را    𝑥𝑥کنند )مشتقاتشان را بگیرید و امتحان کنید(. اگر  مي

طول میله در   دماهایدرست نیست و آن  آن    را هم داشتیم چون دوسر میله دائما به یخ مذاب چسبیده بود. اما یک شرط
𝑡𝑡لحظه آغازین! یعنی وقتی که میله را به حال خود رها کردیم )در لحظه   =  مساوی  𝑥𝑥در هر نقطه   دما (، 0

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
𝐷𝐷𝑛𝑛بود ولی حالا مساوی   sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛)  دهد که شاید با ترکیبات خطی شده است.  طبیعت خطی معادله این امید را به ما مي

آنجواب همه  احتیاط،  جهت  فوریه،  برسیم.  مطلوب  جواب  به  بتوانیم  خصوصي،  که های  خطی  ترکیب  یک  در  را  ها 
اند به کار  ها نامش را سری گذاشتهشناسند و متخصصان آنالیز هم به حرمت جبري متخصصان جبر آن را به رسمیت نمي

 گرفت و جوابی را به صورت زیر به امتحان گذاشت: 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑𝑛𝑛=1
∞ 𝑢𝑢𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑𝑛𝑛=1

∞ 𝐷𝐷𝑛𝑛e−αn2π2t sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛). 

 صدق کرد مگر شرط دما های معادله گوش آنالیزدان کر، این تابع در همه شرط

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = f(x) 
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بندی همان بحث مسیرهای "دایره بر دایره،" بخش را  پوشیم و با جمعاز تفصیل تحولات مربوط به تعداد افلاک چشم می 
-رسانیم. منجم عهد عتیق، با برداشت اولیه خود، مسیر عطارد را یک دایره ساده پنداشت. نسل به نسل که رصدبه پایان مي

گردید. این که آیا به جواب بهتری های کوچکتر و کوچکتری برای تصحیح مسیر قبلي، اضافه ميشد، دایرهتر ميها دقیق
شدند یا نه، محتاج بررسی بیشتری است ولی از آنجا که ناگهان منسوخ شد و کاربردی بر آن مترتب نبود، کسی  نزدیک مي

ما خوشحالیم که بالاخره پس از حدود دوهزار سال، دانشمندان توانستند از قید یک باور غلط خلاص شوند  آن را دنبال نکرد.
ولی ضررش برای عالم ریاضی این بود که بحث شیرین مربوط به تجزیه توابع را ناگهان متوقف ساخت و تا دو سه قرن بعد  

های خود را کشف م.(، سري 1830تا    1768)  1م.( و فوریه 1731تا    1685م.(، تیلور )1746تا    1698لورن )که مک
اش بر یک  ها نیز به این دلیل از رونق افتاد که انگیزهبرفلک یونانيروند فلککردند، کسی به این نوع مسائل نپرداخت.  

مرکزي، از رونق افتاد.  اش تغییر کرد و نهایتا هم با شکست نظریه زمینهای اولیهنظریه غلط استوار بود؛ چندین بار فرض
ابداع   ولی  جوشید  مطالب  همین  درون  از  که  بود  جالبی  نتایج  قوشچی  ابوالعلاء  و  توسی  نصیرالدین  خواجه  کشفیات  البته 

] روشی منظم و آشکوبه )به  از خود که از اروپا سردرآوردند واگذاشتند.  به ریاضیدانان پس  توابع را  تقریب  [ و  7ای برای 
 های آن مرجعه کنید.(مرجع
 بسط تابع به سري  .4

های شناخته شده ها و سري اي[ به طور طبیعی از تعریف مشتق و خواص چندجمله9لورن ][ و مک8] تیلور  هایسري 
ترین شد که ابتدائيای به مشتقات آن ارتباط مستقیم دارد، ملاحظه ميبیرون آمدند. با توجه به این که ضرائب یک چندجمله

𝑦𝑦ای در حوالی یک نقطه همان خط افقی  تقریب برای یک چندجمله = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)    گذران بر آن نقطه است. حال اگر خط را
 تر  اش مساوی مشتق تابع گردد، تقریب مناسبدوران دهیم تا ضریب زاویه

𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) 
 آید و همین طور سهمي دست مي  به

𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) +
1
2 𝑓𝑓

"(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2 

الی آخر. در حالت  به مراتب تقریب بهتری را ارائه مي 𝑥𝑥0کند و  = لورن منسوب است. بدون شک سری به مک  0
از   فوریه  سری  دارد.  لازم  را  پذیری  مشتق  بار  بینهابت  قوی  شرط  و  بوده  تابع  برای  موضعی  کاملا  تقریبی  تیلور  سری 

 پردازیم.گیرد و در نتیجه بردی وسیعتر و کاربردی موثرتر دارد که ذیلا به آن ميها بهره ميمیانگین
)شکل   حالت4فوریه  از  الهام  با  به صورت (  را  معادله  آن  کلی  جواب  حرارت،  جزئی  مشتقات  با  معادله  ساده  های 
پذیرفت و بدون آن که به جزئیات و دقت عملیات ریاضی    𝑛𝑛𝑛𝑛و کسینوس   𝑛𝑛𝑛𝑛های شناخته شده سینوس  مجموعی از منحني
ها را چنان تعیین کرد که تابع حاصل در معادله حرارت صدق کند. ریاضیدانان بعدي، شرایطی تعیین توجهی کند ضریب

هایش را راست و ریست کردند. کار مهم فوریه همان گام نخستین بود که برای کردند که کار فوریه بدون نقص باشد و اثبات
تابع تابع دلخواه به  بیشتر و بیشتر )یا به عبارت معادل دوره تناوبهای سینوسی با فرکانستجزیه یک  های ریزتر و  های 

ریزتر( برداشت ودنیای جدیدی در ریاضیات به نام آنالیز همساز )هارمونیک( آفرید که در خدمت مخابرات و کدگذاری و 
 هزاران کاربرد ریز و درشت دیگر قرار گرفت.
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0
به مراتب تقريب بهتری را ارائه ميکند و الی آخر در حالت 0=

تقريبی  تيلور  سری به مک لورن منسوب است. بدون شک سری 
کاملا موضعی برای تابع بوده و شرط قوی بينهابت بار مشتق پذيری 

را لازم دارد. سری فوريه از ميانگين ها بهره ميگيرد و در نتيجه 
بردی وسيعتر و کاربردی موثرتر دارد که ذيلا به آن ميپردازيم.

فوريه )شکل 4( با الهام از حالت های ساده معادله با مشتقات جزئی 
حرارت، جواب کلی آن معادله را به صورت مجموعی از منحنيهای 
شناخته شده سينوس nx و کسينوس nx پذيرفت و بدون آن که 
به جزئيات و دقت عمليات رياضی توجهی کند ضريب ها را چنان 
تعيين کرد که تابع حاصل در معادله حرارت صدق کند. رياضيدانان 
و  باشد  نقص  بدون  فوريه  کار  که  کردند  تعيين  شرايطی  بعدي، 
گام  فوريه همان  کار مهم  ريست کردند.  و  راست  را  اثبات هايش 
نخستين بود که برای تجزيه يک تابع دلخواه به تابع های سينوسی 
با فرکانس های بيشتر و بيشتر )يا به عبارت معادل دوره تناوب های 
آناليز  نام  به  برداشت ودنيای جديدی در رياضيات  ريزتر و ريزتر( 
و  کدگذاری  و  مخابرات  در خدمت  که  آفريد  )هارمونيک(  همساز 

هزاران کاربرد ريز و درشت ديگر قرار گرفت.

 )x=1 و   x=0( قاعده  دو  حرارت،  فرضی  مسئله  در   ،]10[ فوريه 
ميله ای به طول l=1 را بين دو قالب يخ در حال ذوب قرار داده و 
بقيه ميله را گرم کرد تا  درجه حرارت هر مقطع از ميله به مقدار از 
پيش تعيين شده )f(x برسد که در اين‌جا x فاصله مقطع از قاعده 
چپ ميله در شکل زير است. سپس در حالی که دو قاعده را در تمام 
مدت آزمايش در صفر درجه نگه ميداشت بقيه ميله را به حال خود 
واگذاشت تا روند آزاد تغيبرات دما هر مقطع را در گذر زمان مطالعه 

کند. معادله با مشتقات جزئی حرارت را هم به صورت 
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0
چندجمله ای در حوالی يک نقطه همان خط افقی )

بر آن نقطه است. حال اگر خط را دوران دهيم تا ضريب زاويه اش 
مساوی مشتق تابع گردد، تقريب مناسب تر 

به دست ميآيد و همين طور سهمي

فرض کرده بود که در آن )u(x,t دمای مقطع به فاصله x از مبدا 
در لحظه t بود.



43 تقريبات آشکوبه ای

9 
 

𝑥𝑥[، در مسئله فرضی حرارت، دو قاعده ) 10فوریه] = 𝑥𝑥و    0 = را بین دو قالب یخ در     ℓ= 1ای به طول  ( میله1
برسد که    𝑓𝑓(𝑥𝑥)حال ذوب قرار داده و بقیه میله را گرم کرد تا  درجه حرارت هر مقطع از میله به مقدار از پیش تعیین شده  

فاصله مقطع از قاعده چپ میله در شکل زیر است. سپس در حالی که دو قاعده را در تمام مدت آزمایش در    𝑥𝑥جا  در این
هر مقطع را در گذر زمان مطالعه  دما    داشت بقیه میله را به حال خود واگذاشت تا روند آزاد تغیبرات  صفر درجه نگه مي

 کند. معادله با مشتقات جزئی حرارت را هم به صورت  

𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥;  𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ; 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 

,𝑢𝑢(𝑥𝑥فرض کرده بود که در آن   𝑡𝑡)  مقطع به فاصله   دمای𝑥𝑥   از مبدا در لحظه𝑡𝑡 .بود 

 
,𝑢𝑢(𝑥𝑥وی فرض کرد یک جواب خصوصی معادله به صورت   𝑡𝑡) = 𝑋𝑋(𝑥𝑥)𝑇𝑇(𝑡𝑡)    باشد و آن را به سادگی حل کرد و

 بینهایت جواب به صورت
𝑢𝑢𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐷𝐷𝑛𝑛e−αn2π2t sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛) 

ها باید در معادله حرارت صدق کنند که ضریبی ثابت بود. این جواب 𝐷𝐷𝑛𝑛عددی طبیعی و   𝑛𝑛ها  به دست آورد که در آن
شود و همین انتظار  مي  0بینید که درجه حرارت  بگذارید مي  1یا    0را    𝑥𝑥کنند )مشتقاتشان را بگیرید و امتحان کنید(. اگر  مي

طول میله در   دماهایدرست نیست و آن  آن    را هم داشتیم چون دوسر میله دائما به یخ مذاب چسبیده بود. اما یک شرط
𝑡𝑡لحظه آغازین! یعنی وقتی که میله را به حال خود رها کردیم )در لحظه   =  مساوی  𝑥𝑥در هر نقطه   دما (، 0

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
𝐷𝐷𝑛𝑛بود ولی حالا مساوی   sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛)  دهد که شاید با ترکیبات خطی شده است.  طبیعت خطی معادله این امید را به ما مي

آنجواب همه  احتیاط،  جهت  فوریه،  برسیم.  مطلوب  جواب  به  بتوانیم  خصوصي،  که های  خطی  ترکیب  یک  در  را  ها 
اند به کار  ها نامش را سری گذاشتهشناسند و متخصصان آنالیز هم به حرمت جبري متخصصان جبر آن را به رسمیت نمي

 گرفت و جوابی را به صورت زیر به امتحان گذاشت: 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑𝑛𝑛=1
∞ 𝑢𝑢𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑𝑛𝑛=1

∞ 𝐷𝐷𝑛𝑛e−αn2π2t sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛). 

 صدق کرد مگر شرط دما های معادله گوش آنالیزدان کر، این تابع در همه شرط

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = f(x) 
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آناليزدان کر، اين تابع در همه شرط‌های معادله دما صدق  گوش 
کرد مگر شرط

که آن هم خوشبختانه با اختيار مناسب ضريب ها برقرار شد. برای 
يافتن ضريب های Dn، طرفين معادله 

را در )sin (mπx ضرب کرد و از حاصل انتگرال گرفت. برای هر 
يک از ضريب ها به رابطه زير رسيد:
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 ، طرفین معادله   𝐷𝐷𝑛𝑛های  ها برقرار شد. برای یافتن ضریبکه آن هم خوشبختانه با اختیار مناسب ضریب

f(x) = ∑𝑛𝑛=1
∞ 𝐷𝐷𝑛𝑛 sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛) 

 ها به رابطه زیر رسید:ضرب کرد و از حاصل انتگرال گرفت. برای هر یک از ضریب sin(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚)را در  

𝐷𝐷m = 2 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)sin (m
1

0
𝜋𝜋𝜋𝜋)𝑑𝑑𝑑𝑑. 

 

 
 م.( 1830-1768) . ژوزف فوریه4شکل 

شناسی هم علاقمند بود فرصتی  فوریه که علاوه بر ریاضیات به سایر کارهای علمی حتی مصرشناسی و محیط زیست
نم پیدا  ریاضی  کارهای  در  دقت  مدتیبرای  که  مخصوصا  در  کرد.  بناپارت،  ناپلئون  خود،  محبوب  فرمانده  همراه  ها 

ميکشورگشائي شرکت  او  ميهای  هند  به  غزنوی  محمود  سلطان  همراه  که  بیرونی  ابوریحان  خلاف  )بر  ولی  جست.  رفت 
یریت آن مشغول بود مد ها به ساختن دانشگاه فرانسوی مصر وداد.( فوریه مدتهای سلطان نشان نمياشتیاقی به کشورگشائي
پذیرفت. اما ریاضیدانان کارهای او را با اشتیاق های بالای اداری را ميگشت به خواهش ناپلئون سمتبه فرانسه هم که برمي

دادند. گرچه بسط توابع از یک قرن پیش توسط  کردند، اشتباهات او را زیر نظر داشتند و نظریات او را تعمیم ميدنبال مي
دیدند که فوریه راهی برای تجزیه یک تابع سلندر )بر وزن و  لی اولین بار آنالیزدانان ميتیلور و دیگران شروع شده بود و 

معنای قلندر= نتراشیده و نخراشیده( به توابع موزون سینوسی پیدا کرده است. طبیعتا برخی شیفته، برخی منتقد و برخی هم 
های مدعی بودند؛ اما در مجموع، نام فوریه به عنوان بنیان گذار سریهای فوریه در تاریخ علم به ثبت رسید و حتی تبدیل

[  11)مرجع ] [.10های فوریه به دست آوردند به وی نامدار کردند]فوریه را هم که ریاضیدانان پس از مرگ او از تعمیم سري 
 شود.(های فوریه شروع مينیز با بحث تاریخی مفیدی از سري 
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های دیگری هم ها بنویسد مثالتواند به صورت مجموع بینهایتی از سینوسفوریه برای آن که ثابت کند هر تابعی را مي
تعریف شده ولی سری فوریه    [0,1]در مسئله فوریه روی بازه    𝑓𝑓به نمایش گذاشت. آنالیزدانان متوجه شدند که گرچه تابع  

,1−]با دوره تناوب  𝑔𝑔متناظر آن برای تابع متناوب )فرد(    زیر نیز معتبر است: و ضابطه [1+

𝑔𝑔(−𝑥𝑥) = −𝑔𝑔(𝑥𝑥);   𝑔𝑔(|𝑥𝑥|) = 𝑓𝑓(|𝑥𝑥|); 𝑥𝑥 ∈ [−1, +1].  

ه فوریه به سرعت راه خود را ها را به میان آورند. نظریزوج و غیره را بسط دهند باید کسینوس  هایتابعاما اگر بخواهند  
در همه علوم دیگر گشود و اصطلاحات علمی جدیدی به عرصه دانش بشری وارد کرد که مهمترین آنها "پردازش پیام" یا 

دانان انرژی متناهیی داشته باشد پردازي" بود. البته این یک اصطلاح عام است و به هر تابعی که در اصطلاح فیزیک"پیام
ها  ( را یک  مجموعه از پیام𝐿𝐿2(μ)پذیر )معمولا  پردازي، هر زیرفضا از یک فضای هیلبرت جدائيشود. در پیاماطلاق مي

مي ترجیح  ریاضیدانان  انتظار  برخلاف  و  استفادهنامیده  مورد  اسکالرهای  که دهند  چیزی  باشند.  مختلط  عددهای  شان 
 گیرند: کنند و به جای سینوس و کسینوس، ترکیبات زیر را به کار ميریاضیدانان هم استقبال مي

sin 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑖𝑖 ; cos 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2 . 

.1−]با دوره تناوب   𝑓𝑓سری فوریه و ضرایب آن برای هر تابع  هافرمولبا استفاده از این   آید:به شکل زیر درمي [1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
√2

∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖; 
∞

𝑛𝑛=−∞
𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1

√2
∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 ∈ ℤ.
+1

−1

 

های نمائی  نامند و ما از این پس به جای سینوس و کسینوس از تابعرا ضرایب بسط فوریه مي  𝑓𝑓(𝑛𝑛)این عددهای مختلط  
همگرائي و  گرفت  قدرت  لبگ  انتگرال  نظریه  که  بعدها  کرد.  خواهیم  کرد، صحبت  پیدا  راه  آنالیز  عالم  به  جورواجور  های 

همگرائي به  و  نورزند  اصرار  یکنواخت  همگرائی  بر  اگر  که  شدند  متوجه  در های ضعیفریاضیدانان  همگرائی  مانند  تری 
,𝐿𝐿2(−1فضای هیلبرت   توانند بنویسند. از این پس، ما این فرض را  تر ميهای کلیقانع باشند، سری فوق را برای تابع  (1+

پس فرضیات  ميبه  اضافه  خود  انعطافزمینه  توپولوژی  قید  از  خود  کردن  رها  به  هم  را  خواننده  و  همگرائی  ناپذیر  کنیم 
و1−]کنیم. ضمنا مشابه آنچه که برای بازه  تشویق مي  یکنواخت + ,𝑎𝑎]گفته شد برای هر بازه    [1 𝑏𝑏]   هم درست است ولی

,0]ضرایبی باید کم و اضافه شود که ما ذیلا در مورد بازه   𝛼𝛼] گیریم.به کار مي 
.𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0اگر   α)   پیام مورد نظر باشد، پردازش آن چیزی نیست مگر قیچی کردن سری فوریه آن که تعداد جملات

ای ما بستگی دارد. البته همان طور که امروزه، کارهای نظری مبحث انتگرال مانده به دقت مورد نیاز و امکانات رایانهباقي
دهند، در امر پردازش و غیره انجام مي 1ای و سیمپسون های ذوزنقهاش را با قاعدههای ریمانی ولی محاسبات عدديرا با جمع

از چیزهای دیگری با نام عمومی موجک    به جایشان اند وهای اقتصادی خود را از دست دادههای فوریه ارزشپیام نیز سري 
ای از صدای ما نمونه  ،ثانیه  αکردیم، در هر  کنند. به هر حال، چند سال پیش که با تلفن راه دور صحبت میاستفاده مي

 
1 Trapezoidal & Simpson’s rules 
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 گیرند: کنند و به جای سینوس و کسینوس، ترکیبات زیر را به کار ميریاضیدانان هم استقبال مي

sin 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑖𝑖 ; cos 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2 . 

.1−]با دوره تناوب   𝑓𝑓سری فوریه و ضرایب آن برای هر تابع  هافرمولبا استفاده از این   آید:به شکل زیر درمي [1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
√2

∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖; 
∞

𝑛𝑛=−∞
𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1

√2
∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 ∈ ℤ.
+1

−1

 

های نمائی  نامند و ما از این پس به جای سینوس و کسینوس از تابعرا ضرایب بسط فوریه مي  𝑓𝑓(𝑛𝑛)این عددهای مختلط  
همگرائي و  گرفت  قدرت  لبگ  انتگرال  نظریه  که  بعدها  کرد.  خواهیم  کرد، صحبت  پیدا  راه  آنالیز  عالم  به  جورواجور  های 

همگرائي به  و  نورزند  اصرار  یکنواخت  همگرائی  بر  اگر  که  شدند  متوجه  در های ضعیفریاضیدانان  همگرائی  مانند  تری 
,𝐿𝐿2(−1فضای هیلبرت   توانند بنویسند. از این پس، ما این فرض را  تر ميهای کلیقانع باشند، سری فوق را برای تابع  (1+

پس فرضیات  ميبه  اضافه  خود  انعطافزمینه  توپولوژی  قید  از  خود  کردن  رها  به  هم  را  خواننده  و  همگرائی  ناپذیر  کنیم 
و1−]کنیم. ضمنا مشابه آنچه که برای بازه  تشویق مي  یکنواخت + ,𝑎𝑎]گفته شد برای هر بازه    [1 𝑏𝑏]   هم درست است ولی

,0]ضرایبی باید کم و اضافه شود که ما ذیلا در مورد بازه   𝛼𝛼] گیریم.به کار مي 
.𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0اگر   α)   پیام مورد نظر باشد، پردازش آن چیزی نیست مگر قیچی کردن سری فوریه آن که تعداد جملات

ای ما بستگی دارد. البته همان طور که امروزه، کارهای نظری مبحث انتگرال مانده به دقت مورد نیاز و امکانات رایانهباقي
دهند، در امر پردازش و غیره انجام مي 1ای و سیمپسون های ذوزنقهاش را با قاعدههای ریمانی ولی محاسبات عدديرا با جمع

از چیزهای دیگری با نام عمومی موجک    به جایشان اند وهای اقتصادی خود را از دست دادههای فوریه ارزشپیام نیز سري 
ای از صدای ما نمونه  ،ثانیه  αکردیم، در هر  کنند. به هر حال، چند سال پیش که با تلفن راه دور صحبت میاستفاده مي

 
1 Trapezoidal & Simpson’s rules 
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1 Trapezoidal & Simpson’s rules 

اما اگر بخواهند تابع های زوج و غيره را بسط دهند بايد کسينوس ها را 
به ميان آورند. نظريه فوريه به سرعت راه خود را در همه علوم ديگر 
گشود و اصطلاحات علمی جديدی به عرصه دانش بشری وارد کرد 
که مهم ترين آنها »پردازش پيام« يا »پيام پردازي« بود. البته اين 
يک اصطلاح عام است و به هر تابعی که در اصطلاح فيزيکدانان 
انرژی متناهی داشته باشد اطلاق ميشود. در پيام پردازي، هر زير 

فضا از يک فضای هيلبرت جدائيپذير )معمولا                
ترجيح  رياضيدانان  انتظار  برخلاف  و  ناميده  پيام ها  از  مجموعه 
باشند.  مختلط  عددهای  استفاده شان  مورد  اسکالرهای  ميدهند 
و  سينوس  جای  به  و  ميکنند  استقبال  هم  رياضيدانان  چيزیکه 

کسينوس، ترکيبات زير را به کار ميگيرند:

با استفاده از اين فرمول‌ها سری فوريه و ضرايب آن برای هر تابع 
f با دوره تناوب ]1+,1-[ به شکل زير درمي‌آيد:

و  مينامند  فوريه  بسط  ضرايب  را  ( )ˆf n مختلط عددهای  اين 
نمائی  تابع های  از  کسينوس  و  سينوس  جای  به  پس  اين  از  ما 
قدرت  لبگ  انتگرال  نظريه  که  بعدها  کرد.  خواهيم  صحبت 

طبيعت  است.  ) شده  )sinnD n xπ مساوی حالا  ولی  بود 
خطی معادله اين اميد را به ما ميدهد که شايد با ترکيبات خطی 
جواب  های خصوصي، بتوانيم به جواب مطلوب برسيم. فوريه، جهت 
احتياط، همه آن ها را در يک ترکيب خطی که متخصصان جبر آن را 
به رسميت نمي‌شناسند و متخصصان آناليز هم به حرمت جبريها 
نامش را سری گذاشته‌اند به کار گرفت و جوابی را به صورت زير 

به امتحان گذاشت:

برميگشت  که  هم  فرانسه  به  بود  مشغول  آن  مديريت  و  مصر 
اما  ميپذيرفت.  را  اداری  بالای  سمت های  ناپلئون  خواهش  به 
او  اشتباهات  دنبال ميکردند،  اشتياق  با  را  او  رياضيدانان کارهای 
را زير نظر داشتند و نظريات او را تعميم ميدادند. گرچه بسط توابع 
از يک قرن پيش توسط تيلور و ديگران شروع شده بود ولی اولين 
بار آناليزدانان ميديدند که فوريه راهی برای تجزيه يک تابع سلندر 
موزون  توابع  به  نخراشيده(  و  نتراشيده  قلندر=  معنای  و  وزن  )بر 
سينوسی پيدا کرده است. طبيعتا برخی شيفته، برخی منتقد و برخی 
گذار  بنيان  عنوان  به  فوريه  نام  در مجموع،  اما  بودند؛  مدعی  هم 
تبديل های  حتی  و  رسيد  ثبت  به  علم  تاريخ  در  فوريه  سريهای 
تعميم سريهای  از  او  از مرگ  رياضيدانان پس  را هم که  فوريه 
فوريه به دست آوردند به وی نامدار کردند ]10[. )مرجع ]11[ نيز با 

بحث تاريخی مفيدی از سريهای فوريه شروع ميشود.(

فوريه برای آن که ثابت کند هر تابعی را ميتواند به صورت مجموع 
نمايش  به  هم  ديگری  مثال های  بنويسد  سينوس ها  از  بينهايتی 
گذاشت. آناليزدانان متوجه شدند که گرچه تابع f در مسئله فوريه 
روی بازه ]0,1[ تعريف شده ولی سری فوريه متناظر آن برای تابع 
متناوب )فرد( g با دوره تناوب ]1+,1[ و ضابطه زير نيز معتبر است

یک  را   )
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اين 2N+1 عدد را مخابرات مبدا به مخابرات مقصد گسيل ميکرد 
که در آنجا به همين تعداد دستگاه وارد ميشدند و جملات سری 

زير را ميساختند:
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پیام  برداشته مي ,𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0شد که همان  α)    نمونه، همزمان وارد این  2𝑁𝑁بود.  + شد که کار هر کدامشان  دستگاه مي  1
 های زیر بود:محاسبه یکی از انتگرال

𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1
√𝛼𝛼

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 = 0. ±1. ±2. … . ±𝑁𝑁.

𝛼𝛼

0

 

2𝑁𝑁این   + شدند و کرد که در آنجا به همین تعداد دستگاه وارد ميبه مخابرات مقصد گسیل مي  مبداعدد را مخابرات    1
 ساختند:  جملات سری زیر را مي

𝑓𝑓# = ∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 1
√𝛼𝛼

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼  .

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

صدای اصلی گوینده نیز همین  کند.  شبیه صدای گوینده در گوش شنونده طنین انداز مي  صدائیاین سری قیچی شده  
  6000صدم ثانیه بود، برای هر یک دقیقه صحبت شما، این زنجیره را  مثلا یک  αداشت. اگر    بینهایت جملهسری بود که  
2𝑁𝑁کردند و در هر بار هم  بار تکرار مي + کردند. البته گوش  فرستادند و بازسازی مي گرفتند و به مقصد ميانتگرال مي  1

 انسان این توانائی را دارد که طیف صداهای تولید شده را با هم ترکیب کند. 
ها ها به جای سینوس و کسینوس از موجکاست و در آنها تغییر کردههمان طور که گفتیم، این روزها پردازش پیام

مانده این بخش، به تعمیمی از سری  گذاریم و در باقيهای بعدی واميها را به بخششود. تعریف و توجیه موجکاستفاده مي
 پردازیم.  مي تبدیل فوریه فوریه به نام  

,𝐿𝐿2(aهای با انرژی متناهی )یعنی  دار است و همه تابع  های کرانکاربرد سری فوریه منحصر به بازه b)دهد. ( را پوشش مي
  L2(ℝ)کنیم که دامنه زندگی متفاوتی دارند و مجبوریم  ها را بررسی ميآید که همزمان، خانواده وسیعی از تابعگاه پیش مي

های نمائی برای موجودیت  کرانی که تابعجا پوشش دهد. متاسفانه در چنین فضای بيها را یکرا در نظر بگیریم تا همه پیام
تواند مي L∞(ℝ)معنا هستند. از لحاظ ریاضی نیز فقط فضایی مانند  خود نیاز به انرژی بینهایتی دارند، از لحاظ فیزیکی بي

پذیر بود، به یک  های اول و دومش انتگرالرا که توان  𝑓𝑓پذیرای عضویتشان باشد. ریاضیدانان پس از فوریه، هر موج دلخواه  
شرح زیر به دست آوردند. عدد طبیعی    )تابع تحدید شده( را بر حسب سری فوریه آن به  𝑓𝑓𝑇𝑇تحدید کردند و    [𝑇𝑇و𝑇𝑇−]بازه  

𝑁𝑁   را با فرض𝑇𝑇 < 𝑁𝑁  در نظر بگیرید. آنگاه 

𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞ ∑ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑛𝑛) 1
√2𝑁𝑁

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

           = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
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𝑇𝑇

−𝑇𝑇

𝑁𝑁

−𝑁𝑁
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پیام  برداشته مي ,𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0شد که همان  α)    نمونه، همزمان وارد این  2𝑁𝑁بود.  + شد که کار هر کدامشان  دستگاه مي  1
 های زیر بود:محاسبه یکی از انتگرال

𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1
√𝛼𝛼

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 = 0. ±1. ±2. … . ±𝑁𝑁.

𝛼𝛼

0

 

2𝑁𝑁این   + شدند و کرد که در آنجا به همین تعداد دستگاه وارد ميبه مخابرات مقصد گسیل مي  مبداعدد را مخابرات    1
 ساختند:  جملات سری زیر را مي

𝑓𝑓# = ∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 1
√𝛼𝛼

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼  .

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

صدای اصلی گوینده نیز همین  کند.  شبیه صدای گوینده در گوش شنونده طنین انداز مي  صدائیاین سری قیچی شده  
  6000صدم ثانیه بود، برای هر یک دقیقه صحبت شما، این زنجیره را  مثلا یک  αداشت. اگر    بینهایت جملهسری بود که  
2𝑁𝑁کردند و در هر بار هم  بار تکرار مي + کردند. البته گوش  فرستادند و بازسازی مي گرفتند و به مقصد ميانتگرال مي  1

 انسان این توانائی را دارد که طیف صداهای تولید شده را با هم ترکیب کند. 
ها ها به جای سینوس و کسینوس از موجکاست و در آنها تغییر کردههمان طور که گفتیم، این روزها پردازش پیام

مانده این بخش، به تعمیمی از سری  گذاریم و در باقيهای بعدی واميها را به بخششود. تعریف و توجیه موجکاستفاده مي
 پردازیم.  مي تبدیل فوریه فوریه به نام  

,𝐿𝐿2(aهای با انرژی متناهی )یعنی  دار است و همه تابع  های کرانکاربرد سری فوریه منحصر به بازه b)دهد. ( را پوشش مي
  L2(ℝ)کنیم که دامنه زندگی متفاوتی دارند و مجبوریم  ها را بررسی ميآید که همزمان، خانواده وسیعی از تابعگاه پیش مي

های نمائی برای موجودیت  کرانی که تابعجا پوشش دهد. متاسفانه در چنین فضای بيها را یکرا در نظر بگیریم تا همه پیام
تواند مي L∞(ℝ)معنا هستند. از لحاظ ریاضی نیز فقط فضایی مانند  خود نیاز به انرژی بینهایتی دارند، از لحاظ فیزیکی بي

پذیر بود، به یک  های اول و دومش انتگرالرا که توان  𝑓𝑓پذیرای عضویتشان باشد. ریاضیدانان پس از فوریه، هر موج دلخواه  
شرح زیر به دست آوردند. عدد طبیعی    )تابع تحدید شده( را بر حسب سری فوریه آن به  𝑓𝑓𝑇𝑇تحدید کردند و    [𝑇𝑇و𝑇𝑇−]بازه  

𝑁𝑁   را با فرض𝑇𝑇 < 𝑁𝑁  در نظر بگیرید. آنگاه 

𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞ ∑ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑛𝑛) 1
√2𝑁𝑁

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

           = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑁𝑁 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇

−𝑇𝑇
𝑁𝑁
−𝑁𝑁           (𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑛𝑛

2𝑁𝑁) 

            = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

−𝑇𝑇

𝑁𝑁

−𝑁𝑁
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         =  ∫ ∫ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.𝑇𝑇
−𝑇𝑇

∞
−∞   

 را به بینهایت میل دهیم بنا به قضایای انتگرال لبگ،  𝑇𝑇حال اگر 

𝑓𝑓(𝑦𝑦) = ∫ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 {∫ 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑}𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

∞

−∞
= ∫ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑,

∞

−∞
 

شود. و مقدارش با انتگرال داخل }...{ در فرمول اخیر تعریف مي   نامندمي  𝑓𝑓را تبدیل فوریه تابع    𝑓𝑓که در آن تابع  
افتد که هم سری فوریه و هم تبدیل فوریه یک تابع را در یک مسئله حساب کنند، لذا هم سری فوریه  چون به ندرت اتفاق مي

 کنیم.دهند که ما هم رعایت مينمایش مي 𝑓𝑓و هم تبدیل فوریه را با نماد مشترک 
شود تابع اصلی را به دست  پذیر است یعنی از روی آن ميفایده تبدیل فوریه این است که همانند سری فوریه برگشت

کند. از این  آورد و ثانیا تابع اصلی هر چقدر هم ناپیوسته باشد تبدیل فوریه آن پیوسته است و در بینهایت به صفر میل مي
اش کمتر  رو اگر بخواهند پیام ناپیوسته و نامنظمی را ذخیره کنند بهتر است تبدیل فوریه آن را ذخیره کنند که خطای بازخواني

 باشد. 
 اي تبديل فوريه پنجره .5

است.    𝑓𝑓(𝑦𝑦)به شدت    𝑦𝑦برایند بینهایت موج نمائی با فرکانسهای مختلف    𝑓𝑓کند که موج  سری یا تبدیل فوریه تبیین مي
که   است  فرکانس    𝑓𝑓(𝑦𝑦)بدیهی  با  موج  متوسط  مقدار  )  𝑦𝑦نمایشگر  گابور  است.  طولانی  نسبتا  مدت  یک  تا    1900در 

[. مثال تلفن را که قبلا دیدیم نوعی موضعی کردن بود. اگر ما تمام  12م.( علاقمند بود این اطلاعات را موضعی کند]1979
ای را یک موج فرض کنیم و سری فوریه آن را به دست آوریم صدای بازسازی شده به هیچ وجه شباهتی به  مکالمه یک دقیقه

ارسال   و  از صدا  قطعه  هر  پردازش  با  و  کردیم  تقسیم  کوتاه  بسیار  قطعات  به  را  زمان  لذا  داشت.  نخواهد  اولیه  صدای 
بلافاصله آن، علاوه بر حفظ پیوستگی کلام، شباهت صدای بازسازی شده را به صدای اصلی بیشتر کردیم. در حقیقت، ما  

,0]های زمانی  را در تابع مشخصه بازه  𝑓𝑓ای  دقیقهپیام یک 𝛼𝛼]    و[𝛼𝛼, 2𝛼𝛼]    و ... و[(𝐾𝐾 − 1)𝛼𝛼, 𝐾𝐾𝐾𝐾]    ضرب کردیم و
𝐾𝐾𝐾𝐾پیام مربوط به هر بازه را جداگانه گسیل کردیم. )در اینجا  = .( این تابع مشخصه همچون پنجره دوربین عکاسی است  1

کنیم. در اصطلاح آنالیز هارمونیک به آن سری دارد و ما آن عکس را تجزیه و تحلیل ميثانیه یک عکس برمي  𝛼𝛼که هر  
𝛼𝛼شود وفرمول کلی آن در حالت  زمان گفته مي-فوریه کوته =  به شرح زیر است: 1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∑ ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑛𝑛)𝑒𝑒2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋; (𝑥𝑥 ∈ ℝ); 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑦𝑦 + 𝑘𝑘);  
0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1.

𝑘𝑘∈ℤ𝑛𝑛∈ℤ
 

 
ثانیه از آهنگ   10های موسیقی است. مثلا پنجخط حامل زیر، حدود پیام روی برگه نت نوشتنآن چه در بالا آمد مانند 

در برگه نت موسیقی   میزانای تقسیم شده است. اما  دهد که به پنج »میزان« دو ثانیهسرود ای ایران را با پیانو نمایش مي
بسیار بزرگتر از آن است که نقش پنجره را بازی کند و فقط کنترلی است برای نوازنده که وقت خود را تنظیم کند؛ نه عقب 

-می  5  شود )و همانطور که در شکلبماند، نه جلو بیفتد. از نظر نوازنده یا آهنگساز، زمان کوتاهی که هر نت نواخته مي
های چپ و راست باشد( پنجره مناسبی است. اما گوش شنونده یا دستگاه تجزیه تواند دو نت همزمان دستبینید در پیانو مي

 تری داشته باشد. های بسیار کوتاهتواند پنجرهيکننده صوت، م
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 را به بینهایت میل دهیم بنا به قضایای انتگرال لبگ،  𝑇𝑇حال اگر 

𝑓𝑓(𝑦𝑦) = ∫ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 {∫ 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑}𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

∞

−∞
= ∫ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑,

∞

−∞
 

شود. و مقدارش با انتگرال داخل }...{ در فرمول اخیر تعریف مي   نامندمي  𝑓𝑓را تبدیل فوریه تابع    𝑓𝑓که در آن تابع  
افتد که هم سری فوریه و هم تبدیل فوریه یک تابع را در یک مسئله حساب کنند، لذا هم سری فوریه  چون به ندرت اتفاق مي

 کنیم.دهند که ما هم رعایت مينمایش مي 𝑓𝑓و هم تبدیل فوریه را با نماد مشترک 
شود تابع اصلی را به دست  پذیر است یعنی از روی آن ميفایده تبدیل فوریه این است که همانند سری فوریه برگشت

کند. از این  آورد و ثانیا تابع اصلی هر چقدر هم ناپیوسته باشد تبدیل فوریه آن پیوسته است و در بینهایت به صفر میل مي
اش کمتر  رو اگر بخواهند پیام ناپیوسته و نامنظمی را ذخیره کنند بهتر است تبدیل فوریه آن را ذخیره کنند که خطای بازخواني

 باشد. 
 اي تبديل فوريه پنجره .5

است.    𝑓𝑓(𝑦𝑦)به شدت    𝑦𝑦برایند بینهایت موج نمائی با فرکانسهای مختلف    𝑓𝑓کند که موج  سری یا تبدیل فوریه تبیین مي
که   است  فرکانس    𝑓𝑓(𝑦𝑦)بدیهی  با  موج  متوسط  مقدار  )  𝑦𝑦نمایشگر  گابور  است.  طولانی  نسبتا  مدت  یک  تا    1900در 

[. مثال تلفن را که قبلا دیدیم نوعی موضعی کردن بود. اگر ما تمام  12م.( علاقمند بود این اطلاعات را موضعی کند]1979
ای را یک موج فرض کنیم و سری فوریه آن را به دست آوریم صدای بازسازی شده به هیچ وجه شباهتی به  مکالمه یک دقیقه

ارسال   و  از صدا  قطعه  هر  پردازش  با  و  کردیم  تقسیم  کوتاه  بسیار  قطعات  به  را  زمان  لذا  داشت.  نخواهد  اولیه  صدای 
بلافاصله آن، علاوه بر حفظ پیوستگی کلام، شباهت صدای بازسازی شده را به صدای اصلی بیشتر کردیم. در حقیقت، ما  

,0]های زمانی  را در تابع مشخصه بازه  𝑓𝑓ای  دقیقهپیام یک 𝛼𝛼]    و[𝛼𝛼, 2𝛼𝛼]    و ... و[(𝐾𝐾 − 1)𝛼𝛼, 𝐾𝐾𝐾𝐾]    ضرب کردیم و
𝐾𝐾𝐾𝐾پیام مربوط به هر بازه را جداگانه گسیل کردیم. )در اینجا  = .( این تابع مشخصه همچون پنجره دوربین عکاسی است  1

کنیم. در اصطلاح آنالیز هارمونیک به آن سری دارد و ما آن عکس را تجزیه و تحلیل ميثانیه یک عکس برمي  𝛼𝛼که هر  
𝛼𝛼شود وفرمول کلی آن در حالت  زمان گفته مي-فوریه کوته =  به شرح زیر است: 1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∑ ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑛𝑛)𝑒𝑒2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋; (𝑥𝑥 ∈ ℝ); 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑦𝑦 + 𝑘𝑘);  
0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1.

𝑘𝑘∈ℤ𝑛𝑛∈ℤ
 

 
ثانیه از آهنگ   10های موسیقی است. مثلا پنجخط حامل زیر، حدود پیام روی برگه نت نوشتنآن چه در بالا آمد مانند 

در برگه نت موسیقی   میزانای تقسیم شده است. اما  دهد که به پنج »میزان« دو ثانیهسرود ای ایران را با پیانو نمایش مي
بسیار بزرگتر از آن است که نقش پنجره را بازی کند و فقط کنترلی است برای نوازنده که وقت خود را تنظیم کند؛ نه عقب 

-می  5  شود )و همانطور که در شکلبماند، نه جلو بیفتد. از نظر نوازنده یا آهنگساز، زمان کوتاهی که هر نت نواخته مي
های چپ و راست باشد( پنجره مناسبی است. اما گوش شنونده یا دستگاه تجزیه تواند دو نت همزمان دستبینید در پیانو مي

 تری داشته باشد. های بسیار کوتاهتواند پنجرهيکننده صوت، م
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−𝑇𝑇

∞
−∞   

 را به بینهایت میل دهیم بنا به قضایای انتگرال لبگ،  𝑇𝑇حال اگر 

𝑓𝑓(𝑦𝑦) = ∫ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 {∫ 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑}𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

∞

−∞
= ∫ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑,

∞

−∞
 

شود. و مقدارش با انتگرال داخل }...{ در فرمول اخیر تعریف مي   نامندمي  𝑓𝑓را تبدیل فوریه تابع    𝑓𝑓که در آن تابع  
افتد که هم سری فوریه و هم تبدیل فوریه یک تابع را در یک مسئله حساب کنند، لذا هم سری فوریه  چون به ندرت اتفاق مي

 کنیم.دهند که ما هم رعایت مينمایش مي 𝑓𝑓و هم تبدیل فوریه را با نماد مشترک 
شود تابع اصلی را به دست  پذیر است یعنی از روی آن ميفایده تبدیل فوریه این است که همانند سری فوریه برگشت

کند. از این  آورد و ثانیا تابع اصلی هر چقدر هم ناپیوسته باشد تبدیل فوریه آن پیوسته است و در بینهایت به صفر میل مي
اش کمتر  رو اگر بخواهند پیام ناپیوسته و نامنظمی را ذخیره کنند بهتر است تبدیل فوریه آن را ذخیره کنند که خطای بازخواني

 باشد. 
 اي تبديل فوريه پنجره .5

است.    𝑓𝑓(𝑦𝑦)به شدت    𝑦𝑦برایند بینهایت موج نمائی با فرکانسهای مختلف    𝑓𝑓کند که موج  سری یا تبدیل فوریه تبیین مي
که   است  فرکانس    𝑓𝑓(𝑦𝑦)بدیهی  با  موج  متوسط  مقدار  )  𝑦𝑦نمایشگر  گابور  است.  طولانی  نسبتا  مدت  یک  تا    1900در 

[. مثال تلفن را که قبلا دیدیم نوعی موضعی کردن بود. اگر ما تمام  12م.( علاقمند بود این اطلاعات را موضعی کند]1979
ای را یک موج فرض کنیم و سری فوریه آن را به دست آوریم صدای بازسازی شده به هیچ وجه شباهتی به  مکالمه یک دقیقه

ارسال   و  از صدا  قطعه  هر  پردازش  با  و  کردیم  تقسیم  کوتاه  بسیار  قطعات  به  را  زمان  لذا  داشت.  نخواهد  اولیه  صدای 
بلافاصله آن، علاوه بر حفظ پیوستگی کلام، شباهت صدای بازسازی شده را به صدای اصلی بیشتر کردیم. در حقیقت، ما  

,0]های زمانی  را در تابع مشخصه بازه  𝑓𝑓ای  دقیقهپیام یک 𝛼𝛼]    و[𝛼𝛼, 2𝛼𝛼]    و ... و[(𝐾𝐾 − 1)𝛼𝛼, 𝐾𝐾𝐾𝐾]    ضرب کردیم و
𝐾𝐾𝐾𝐾پیام مربوط به هر بازه را جداگانه گسیل کردیم. )در اینجا  = .( این تابع مشخصه همچون پنجره دوربین عکاسی است  1

کنیم. در اصطلاح آنالیز هارمونیک به آن سری دارد و ما آن عکس را تجزیه و تحلیل ميثانیه یک عکس برمي  𝛼𝛼که هر  
𝛼𝛼شود وفرمول کلی آن در حالت  زمان گفته مي-فوریه کوته =  به شرح زیر است: 1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∑ ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑛𝑛)𝑒𝑒2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋; (𝑥𝑥 ∈ ℝ); 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑦𝑦 + 𝑘𝑘);  
0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1.

𝑘𝑘∈ℤ𝑛𝑛∈ℤ
 

 
ثانیه از آهنگ   10های موسیقی است. مثلا پنجخط حامل زیر، حدود پیام روی برگه نت نوشتنآن چه در بالا آمد مانند 

در برگه نت موسیقی   میزانای تقسیم شده است. اما  دهد که به پنج »میزان« دو ثانیهسرود ای ایران را با پیانو نمایش مي
بسیار بزرگتر از آن است که نقش پنجره را بازی کند و فقط کنترلی است برای نوازنده که وقت خود را تنظیم کند؛ نه عقب 

-می  5  شود )و همانطور که در شکلبماند، نه جلو بیفتد. از نظر نوازنده یا آهنگساز، زمان کوتاهی که هر نت نواخته مي
های چپ و راست باشد( پنجره مناسبی است. اما گوش شنونده یا دستگاه تجزیه تواند دو نت همزمان دستبینید در پیانو مي

 تری داشته باشد. های بسیار کوتاهتواند پنجرهيکننده صوت، م
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 تری داشته باشد. های بسیار کوتاهتواند پنجرهيکننده صوت، م

حال اگر T را به بينهايت ميل دهيم بنا به قضايای انتگرال لبگ،

که در آن تابع   را تبديل فوريه تابع   مي‌نامند  و مقدارش با انتگرال 
اتفاق  ندرت  به  چون  مي‌شود.  تعريف  اخير  فرمول  داخل}...{در 
مي‌افتد که هم سری فوريه و هم تبديل فوريه يک تابع را در يک 
مسئله حساب کنند، لذا هم سری فوريه و هم تبديل فوريه را با نماد 

مشترک   نمايش مي‌دهند که ما هم رعايت مي‌کنيم.

فايده تبديل فوريه اين است که همانند سری فوريه برگشت‌پذير 
است يعنی از روی آن مي‌شود تابع اصلی را به دست آورد و ثانيا تابع 
اصلی هر چقدر هم ناپيوسته باشد تبديل فوريه آن پيوسته است و 
در بينهايت به صفر ميل مي‌کند. از اين رو اگر بخواهند پيام ناپيوس 
و نامنظمی را ذخيره کنند بهتر است تبديل فوريه آن را ذخيره کنند 

که خطای بازخواني‌اش کمتر باشد. 

5. تبديل فوريه پنجره‌اي

سری يا تبديل فوريه تبيين مي‌کند که موج   برايند بينهايت موج 
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پیام  برداشته مي ,𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0شد که همان  α)    نمونه، همزمان وارد این  2𝑁𝑁بود.  + شد که کار هر کدامشان  دستگاه مي  1
 های زیر بود:محاسبه یکی از انتگرال

𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1
√𝛼𝛼

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 = 0. ±1. ±2. … . ±𝑁𝑁.

𝛼𝛼

0

 

2𝑁𝑁این   + شدند و کرد که در آنجا به همین تعداد دستگاه وارد ميبه مخابرات مقصد گسیل مي  مبداعدد را مخابرات    1
 ساختند:  جملات سری زیر را مي

𝑓𝑓# = ∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 1
√𝛼𝛼

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼  .

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

صدای اصلی گوینده نیز همین  کند.  شبیه صدای گوینده در گوش شنونده طنین انداز مي  صدائیاین سری قیچی شده  
  6000صدم ثانیه بود، برای هر یک دقیقه صحبت شما، این زنجیره را  مثلا یک  αداشت. اگر    بینهایت جملهسری بود که  
2𝑁𝑁کردند و در هر بار هم  بار تکرار مي + کردند. البته گوش  فرستادند و بازسازی مي گرفتند و به مقصد ميانتگرال مي  1

 انسان این توانائی را دارد که طیف صداهای تولید شده را با هم ترکیب کند. 
ها ها به جای سینوس و کسینوس از موجکاست و در آنها تغییر کردههمان طور که گفتیم، این روزها پردازش پیام

مانده این بخش، به تعمیمی از سری  گذاریم و در باقيهای بعدی واميها را به بخششود. تعریف و توجیه موجکاستفاده مي
 پردازیم.  مي تبدیل فوریه فوریه به نام  

,𝐿𝐿2(aهای با انرژی متناهی )یعنی  دار است و همه تابع  های کرانکاربرد سری فوریه منحصر به بازه b)دهد. ( را پوشش مي
  L2(ℝ)کنیم که دامنه زندگی متفاوتی دارند و مجبوریم  ها را بررسی ميآید که همزمان، خانواده وسیعی از تابعگاه پیش مي

های نمائی برای موجودیت  کرانی که تابعجا پوشش دهد. متاسفانه در چنین فضای بيها را یکرا در نظر بگیریم تا همه پیام
تواند مي L∞(ℝ)معنا هستند. از لحاظ ریاضی نیز فقط فضایی مانند  خود نیاز به انرژی بینهایتی دارند، از لحاظ فیزیکی بي

پذیر بود، به یک  های اول و دومش انتگرالرا که توان  𝑓𝑓پذیرای عضویتشان باشد. ریاضیدانان پس از فوریه، هر موج دلخواه  
شرح زیر به دست آوردند. عدد طبیعی    )تابع تحدید شده( را بر حسب سری فوریه آن به  𝑓𝑓𝑇𝑇تحدید کردند و    [𝑇𝑇و𝑇𝑇−]بازه  

𝑁𝑁   را با فرض𝑇𝑇 < 𝑁𝑁  در نظر بگیرید. آنگاه 

𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞ ∑ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑛𝑛) 1
√2𝑁𝑁

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

           = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑁𝑁 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇

−𝑇𝑇
𝑁𝑁
−𝑁𝑁           (𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑛𝑛

2𝑁𝑁) 

            = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

−𝑇𝑇

𝑁𝑁

−𝑁𝑁
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پیام  برداشته مي ,𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0شد که همان  α)    نمونه، همزمان وارد این  2𝑁𝑁بود.  + شد که کار هر کدامشان  دستگاه مي  1
 های زیر بود:محاسبه یکی از انتگرال

𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1
√𝛼𝛼

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 = 0. ±1. ±2. … . ±𝑁𝑁.

𝛼𝛼

0

 

2𝑁𝑁این   + شدند و کرد که در آنجا به همین تعداد دستگاه وارد ميبه مخابرات مقصد گسیل مي  مبداعدد را مخابرات    1
 ساختند:  جملات سری زیر را مي

𝑓𝑓# = ∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 1
√𝛼𝛼

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼  .

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

صدای اصلی گوینده نیز همین  کند.  شبیه صدای گوینده در گوش شنونده طنین انداز مي  صدائیاین سری قیچی شده  
  6000صدم ثانیه بود، برای هر یک دقیقه صحبت شما، این زنجیره را  مثلا یک  αداشت. اگر    بینهایت جملهسری بود که  
2𝑁𝑁کردند و در هر بار هم  بار تکرار مي + کردند. البته گوش  فرستادند و بازسازی مي گرفتند و به مقصد ميانتگرال مي  1

 انسان این توانائی را دارد که طیف صداهای تولید شده را با هم ترکیب کند. 
ها ها به جای سینوس و کسینوس از موجکاست و در آنها تغییر کردههمان طور که گفتیم، این روزها پردازش پیام

مانده این بخش، به تعمیمی از سری  گذاریم و در باقيهای بعدی واميها را به بخششود. تعریف و توجیه موجکاستفاده مي
 پردازیم.  مي تبدیل فوریه فوریه به نام  

,𝐿𝐿2(aهای با انرژی متناهی )یعنی  دار است و همه تابع  های کرانکاربرد سری فوریه منحصر به بازه b)دهد. ( را پوشش مي
  L2(ℝ)کنیم که دامنه زندگی متفاوتی دارند و مجبوریم  ها را بررسی ميآید که همزمان، خانواده وسیعی از تابعگاه پیش مي

های نمائی برای موجودیت  کرانی که تابعجا پوشش دهد. متاسفانه در چنین فضای بيها را یکرا در نظر بگیریم تا همه پیام
تواند مي L∞(ℝ)معنا هستند. از لحاظ ریاضی نیز فقط فضایی مانند  خود نیاز به انرژی بینهایتی دارند، از لحاظ فیزیکی بي

پذیر بود، به یک  های اول و دومش انتگرالرا که توان  𝑓𝑓پذیرای عضویتشان باشد. ریاضیدانان پس از فوریه، هر موج دلخواه  
شرح زیر به دست آوردند. عدد طبیعی    )تابع تحدید شده( را بر حسب سری فوریه آن به  𝑓𝑓𝑇𝑇تحدید کردند و    [𝑇𝑇و𝑇𝑇−]بازه  

𝑁𝑁   را با فرض𝑇𝑇 < 𝑁𝑁  در نظر بگیرید. آنگاه 

𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞ ∑ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑛𝑛) 1
√2𝑁𝑁

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

           = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑁𝑁 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇

−𝑇𝑇
𝑁𝑁
−𝑁𝑁           (𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑛𝑛

2𝑁𝑁) 

            = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

−𝑇𝑇

𝑁𝑁

−𝑁𝑁
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2𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇
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−𝑁𝑁           (𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑛𝑛
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            = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

−𝑇𝑇

𝑁𝑁

−𝑁𝑁
 

کرد،  پيدا  راه  آناليز  عالم  به  جورواجور  همگرائيهای  و  گرفت 
اصرار  يکنواخت  همگرائی  بر  اگر  که  شدند  متوجه  رياضيدانان 
فضای  در  همگرائی  مانند  ضعيف تری  همگرائيهای  به  و  نورزند 
تابع های  برای  را  فوق  سری  باشند،  قانع   L2)-1,+1( هيلبرت 
کلی تر ميتوانند بنويسند. از اين پس، ما اين فرض را به فرضيات 
پس زمينه خود اضافه ميکنيم و خواننده را هم به رها کردن خود 
از قيد توپولوژی انعطاف ناپذير همگرائی يکنواخت تشويق ميکنيم. 
ضمنا مشابه آنچه که برای بازه ]1+,1-[ گفته شد برای هر بازه 
]a,b[ هم درست است ولی ضرايبی بايد کم و اضافه شود که ما 

ذيلا در مورد بازه ]α,0[ به کار ميگيريم.

اگر )f    L2)0,α پيام مورد نظر باشد، پردازش آن چيزی نيست مگر 
قيچی کردن سری فوريه آن که تعداد جملات باقيمانده به دقت 
مورد نياز و امکانات رايانه ای ما بستگی دارد. البته همان طور که 
امروزه، کارهای نظری مبحث انتگرال را با جمع های ريمانی ولی 
محاسبات عددياش را با قاعده های ذوزنقه ای و سيمپسون1 و غيره 
انجام ميدهند، در امر پردازش پيام نيز سريهای فوريه ارزش های 
اقتصادی خود را از دست داده اند و به جایشان از چيزهای ديگری 
با نام عمومی موجک استفاده ميکنند. به هر حال، چند سال پيش 
که با تلفن راه دور صحبت می کرديم، در هر α ثانيه، نمونه ای از 
صدای ما برداشته ميشد که همان پيام )f    L2)0,α بود. اين نمونه، 
همزمان وارد 2N+1 دستگاه ميشد که کار هر کدامشان محاسبه 

يکی از انتگرال های زير بود:

11 
 

های دیگری هم ها بنویسد مثالتواند به صورت مجموع بینهایتی از سینوسفوریه برای آن که ثابت کند هر تابعی را مي
تعریف شده ولی سری فوریه    [0,1]در مسئله فوریه روی بازه    𝑓𝑓به نمایش گذاشت. آنالیزدانان متوجه شدند که گرچه تابع  

,1−]با دوره تناوب  𝑔𝑔متناظر آن برای تابع متناوب )فرد(    زیر نیز معتبر است: و ضابطه [1+

𝑔𝑔(−𝑥𝑥) = −𝑔𝑔(𝑥𝑥);   𝑔𝑔(|𝑥𝑥|) = 𝑓𝑓(|𝑥𝑥|); 𝑥𝑥 ∈ [−1, +1].  

ه فوریه به سرعت راه خود را ها را به میان آورند. نظریزوج و غیره را بسط دهند باید کسینوس  هایتابعاما اگر بخواهند  
در همه علوم دیگر گشود و اصطلاحات علمی جدیدی به عرصه دانش بشری وارد کرد که مهمترین آنها "پردازش پیام" یا 

دانان انرژی متناهیی داشته باشد پردازي" بود. البته این یک اصطلاح عام است و به هر تابعی که در اصطلاح فیزیک"پیام
ها  ( را یک  مجموعه از پیام𝐿𝐿2(μ)پذیر )معمولا  پردازي، هر زیرفضا از یک فضای هیلبرت جدائيشود. در پیاماطلاق مي

مي ترجیح  ریاضیدانان  انتظار  برخلاف  و  استفادهنامیده  مورد  اسکالرهای  که دهند  چیزی  باشند.  مختلط  عددهای  شان 
 گیرند: کنند و به جای سینوس و کسینوس، ترکیبات زیر را به کار ميریاضیدانان هم استقبال مي

sin 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑖𝑖 ; cos 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2 . 

.1−]با دوره تناوب   𝑓𝑓سری فوریه و ضرایب آن برای هر تابع  هافرمولبا استفاده از این   آید:به شکل زیر درمي [1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
√2

∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖; 
∞

𝑛𝑛=−∞
𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1

√2
∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 ∈ ℤ.
+1

−1

 

های نمائی  نامند و ما از این پس به جای سینوس و کسینوس از تابعرا ضرایب بسط فوریه مي  𝑓𝑓(𝑛𝑛)این عددهای مختلط  
همگرائي و  گرفت  قدرت  لبگ  انتگرال  نظریه  که  بعدها  کرد.  خواهیم  کرد، صحبت  پیدا  راه  آنالیز  عالم  به  جورواجور  های 

همگرائي به  و  نورزند  اصرار  یکنواخت  همگرائی  بر  اگر  که  شدند  متوجه  در های ضعیفریاضیدانان  همگرائی  مانند  تری 
,𝐿𝐿2(−1فضای هیلبرت   توانند بنویسند. از این پس، ما این فرض را  تر ميهای کلیقانع باشند، سری فوق را برای تابع  (1+

پس فرضیات  ميبه  اضافه  خود  انعطافزمینه  توپولوژی  قید  از  خود  کردن  رها  به  هم  را  خواننده  و  همگرائی  ناپذیر  کنیم 
و1−]کنیم. ضمنا مشابه آنچه که برای بازه  تشویق مي  یکنواخت + ,𝑎𝑎]گفته شد برای هر بازه    [1 𝑏𝑏]   هم درست است ولی

,0]ضرایبی باید کم و اضافه شود که ما ذیلا در مورد بازه   𝛼𝛼] گیریم.به کار مي 
.𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0اگر   α)   پیام مورد نظر باشد، پردازش آن چیزی نیست مگر قیچی کردن سری فوریه آن که تعداد جملات

ای ما بستگی دارد. البته همان طور که امروزه، کارهای نظری مبحث انتگرال مانده به دقت مورد نیاز و امکانات رایانهباقي
دهند، در امر پردازش و غیره انجام مي 1ای و سیمپسون های ذوزنقهاش را با قاعدههای ریمانی ولی محاسبات عدديرا با جمع

از چیزهای دیگری با نام عمومی موجک    به جایشان اند وهای اقتصادی خود را از دست دادههای فوریه ارزشپیام نیز سري 
ای از صدای ما نمونه  ،ثانیه  αکردیم، در هر  کنند. به هر حال، چند سال پیش که با تلفن راه دور صحبت میاستفاده مي
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پیام  برداشته مي ,𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0شد که همان  α)    نمونه، همزمان وارد این  2𝑁𝑁بود.  + شد که کار هر کدامشان  دستگاه مي  1
 های زیر بود:محاسبه یکی از انتگرال

𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1
√𝛼𝛼

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 = 0. ±1. ±2. … . ±𝑁𝑁.

𝛼𝛼

0

 

2𝑁𝑁این   + شدند و کرد که در آنجا به همین تعداد دستگاه وارد ميبه مخابرات مقصد گسیل مي  مبداعدد را مخابرات    1
 ساختند:  جملات سری زیر را مي

𝑓𝑓# = ∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 1
√𝛼𝛼

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼  .

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

صدای اصلی گوینده نیز همین  کند.  شبیه صدای گوینده در گوش شنونده طنین انداز مي  صدائیاین سری قیچی شده  
  6000صدم ثانیه بود، برای هر یک دقیقه صحبت شما، این زنجیره را  مثلا یک  αداشت. اگر    بینهایت جملهسری بود که  
2𝑁𝑁کردند و در هر بار هم  بار تکرار مي + کردند. البته گوش  فرستادند و بازسازی مي گرفتند و به مقصد ميانتگرال مي  1

 انسان این توانائی را دارد که طیف صداهای تولید شده را با هم ترکیب کند. 
ها ها به جای سینوس و کسینوس از موجکاست و در آنها تغییر کردههمان طور که گفتیم، این روزها پردازش پیام

مانده این بخش، به تعمیمی از سری  گذاریم و در باقيهای بعدی واميها را به بخششود. تعریف و توجیه موجکاستفاده مي
 پردازیم.  مي تبدیل فوریه فوریه به نام  

,𝐿𝐿2(aهای با انرژی متناهی )یعنی  دار است و همه تابع  های کرانکاربرد سری فوریه منحصر به بازه b)دهد. ( را پوشش مي
  L2(ℝ)کنیم که دامنه زندگی متفاوتی دارند و مجبوریم  ها را بررسی ميآید که همزمان، خانواده وسیعی از تابعگاه پیش مي

های نمائی برای موجودیت  کرانی که تابعجا پوشش دهد. متاسفانه در چنین فضای بيها را یکرا در نظر بگیریم تا همه پیام
تواند مي L∞(ℝ)معنا هستند. از لحاظ ریاضی نیز فقط فضایی مانند  خود نیاز به انرژی بینهایتی دارند، از لحاظ فیزیکی بي

پذیر بود، به یک  های اول و دومش انتگرالرا که توان  𝑓𝑓پذیرای عضویتشان باشد. ریاضیدانان پس از فوریه، هر موج دلخواه  
شرح زیر به دست آوردند. عدد طبیعی    )تابع تحدید شده( را بر حسب سری فوریه آن به  𝑓𝑓𝑇𝑇تحدید کردند و    [𝑇𝑇و𝑇𝑇−]بازه  

𝑁𝑁   را با فرض𝑇𝑇 < 𝑁𝑁  در نظر بگیرید. آنگاه 

𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞ ∑ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑛𝑛) 1
√2𝑁𝑁

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

           = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑁𝑁 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇

−𝑇𝑇
𝑁𝑁
−𝑁𝑁           (𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑛𝑛

2𝑁𝑁) 

            = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

−𝑇𝑇

𝑁𝑁

−𝑁𝑁
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اين سری قيچی شده صدائی شبيه صدای گوينده در گوش شنونده 
طنين انداز ميکند. صدای اصلی گوينده نيز همين سری بود که 
بينهايت جمله داشت. اگر α مثلا يک صدم ثانيه بود، برای هر يک 
دقيقه صحبت شما، اين زنجيره را 6000 بار تکرار ميکردند و در 
انتگرال ميگرفتند و به مقصد ميفرستادند و   2N+1 بار هم  هر 
بازسازی ميکردند. البته گوش انسان اين توانائی را دارد که طيف 

صداهای توليد شده را با هم ترکيب کند. 

همان طور که گفتيم، اين روزها پردازش پيام ها تغيير کرده  است و 
در آن ها به جای سينوس و کسينوس از موجک ها استفاده ميشود. 
تعريف و توجيه موجک ها را به بخش های بعدی واميگذاريم و در 

باقيمانده اين بخش، به تعميمی از سری فوريه به نام تبديل فوريه 
ميپردازيم.  

همه  و  است  کران دار  بازه های  به  منحصر  فوريه  سری  کاربرد 
ميدهد.  پوشش  را  )يعنی            متناهی  انرژی  با  تابع های 
از تابع ها را بررسی  گاه پيش ميآيد که همزمان، خانواده وسيعی 
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لحاظ  از  هستند.  بيمعنا  فيزيکی  لحاظ  از  دارند،  بينهايتی  انرژی 
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باشد. رياضيدانان پس از فوريه، هر موج دلخواه f را که توان های 
اول و دومش انتگرال پذير بود، به يک بازه ]T+,T-[ تحديد کردند 
و fT )تابع تحديد شده( را بر حسب سری فوريه آن به  شرح زير به 
دست آوردند. عدد طبيعی N را با فرض T<N در نظر بگيريد. آنگاه

1. Trapezoidal & Simpson’s rules
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         =  ∫ ∫ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑.𝑇𝑇
−𝑇𝑇

∞
−∞   

 را به بینهایت میل دهیم بنا به قضایای انتگرال لبگ،  𝑇𝑇حال اگر 

𝑓𝑓(𝑦𝑦) = ∫ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 {∫ 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑}𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

∞

−∞
= ∫ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑,

∞

−∞
 

شود. و مقدارش با انتگرال داخل }...{ در فرمول اخیر تعریف مي   نامندمي  𝑓𝑓را تبدیل فوریه تابع    𝑓𝑓که در آن تابع  
افتد که هم سری فوریه و هم تبدیل فوریه یک تابع را در یک مسئله حساب کنند، لذا هم سری فوریه  چون به ندرت اتفاق مي

 کنیم.دهند که ما هم رعایت مينمایش مي 𝑓𝑓و هم تبدیل فوریه را با نماد مشترک 
شود تابع اصلی را به دست  پذیر است یعنی از روی آن ميفایده تبدیل فوریه این است که همانند سری فوریه برگشت

کند. از این  آورد و ثانیا تابع اصلی هر چقدر هم ناپیوسته باشد تبدیل فوریه آن پیوسته است و در بینهایت به صفر میل مي
اش کمتر  رو اگر بخواهند پیام ناپیوسته و نامنظمی را ذخیره کنند بهتر است تبدیل فوریه آن را ذخیره کنند که خطای بازخواني

 باشد. 
 اي تبديل فوريه پنجره .5

است.    𝑓𝑓(𝑦𝑦)به شدت    𝑦𝑦برایند بینهایت موج نمائی با فرکانسهای مختلف    𝑓𝑓کند که موج  سری یا تبدیل فوریه تبیین مي
که   است  فرکانس    𝑓𝑓(𝑦𝑦)بدیهی  با  موج  متوسط  مقدار  )  𝑦𝑦نمایشگر  گابور  است.  طولانی  نسبتا  مدت  یک  تا    1900در 

[. مثال تلفن را که قبلا دیدیم نوعی موضعی کردن بود. اگر ما تمام  12م.( علاقمند بود این اطلاعات را موضعی کند]1979
ای را یک موج فرض کنیم و سری فوریه آن را به دست آوریم صدای بازسازی شده به هیچ وجه شباهتی به  مکالمه یک دقیقه
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𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∑ ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑛𝑛)𝑒𝑒2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋; (𝑥𝑥 ∈ ℝ); 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑦𝑦 + 𝑘𝑘);  
0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1.

𝑘𝑘∈ℤ𝑛𝑛∈ℤ
 

 
ثانیه از آهنگ   10های موسیقی است. مثلا پنجخط حامل زیر، حدود پیام روی برگه نت نوشتنآن چه در بالا آمد مانند 

در برگه نت موسیقی   میزانای تقسیم شده است. اما  دهد که به پنج »میزان« دو ثانیهسرود ای ایران را با پیانو نمایش مي
بسیار بزرگتر از آن است که نقش پنجره را بازی کند و فقط کنترلی است برای نوازنده که وقت خود را تنظیم کند؛ نه عقب 

-می  5  شود )و همانطور که در شکلبماند، نه جلو بیفتد. از نظر نوازنده یا آهنگساز، زمان کوتاهی که هر نت نواخته مي
های چپ و راست باشد( پنجره مناسبی است. اما گوش شنونده یا دستگاه تجزیه تواند دو نت همزمان دستبینید در پیانو مي

 تری داشته باشد. های بسیار کوتاهتواند پنجرهيکننده صوت، م

نمائی با فرکانس های مختلف f به شدت )f �(y است. بديهی است 
که )f �(y نمايشگر مقدار متوسط موج با فرکانس y در يک مدت 
اين  بود  علاقمند  1979م.(  تا   1900( گابور  است.  طولانی  نسبتا 
اطلاعات را موضعی کند ]12[. مثال تلفن را که قبلا ديديم نوعی 
موضعی کردن بود. اگر ما تمام مکالمه يک دقيقه‌ای را يک موج 
فرض کنيم و سری فوريه آن را به دست آوريم صدای بازسازی 
شده به هيچ وجه شباهتی به صدای اوليه نخواهد داشت. لذا زمان 
را به قطعات بسيار کوتاه تقسيم کرديم و با پردازش هر قطعه از 
صدا و ارسال بلافاصله آن، علاوه بر حفظ پيوستگی کلام، شباهت 
صدای بازسازی شده را به صدای اصلی بيشتر کرديم. در حقيقت، 
ما پيام يک‌دقيقه‌ای f را در تابع مشخصه بازه‌های زمانی ]α,0[ و 
]α,  α[ و ... و ]K-  ) α,Kα([ ضرب کرديم و پيام مربوط به هر 
بازه را جداگانه گسيل کرديم. )در اينجا Kα=1 .( اين تابع مشخصه 
ثانيه يک عکس   α همچون پنجره دوربين عکاسی است که هر 
برمي‌دارد و ما آن عکس را تجزيه و تحليل مي‌کنيم. در اصطلاح 
و  مي‌شود  گفته  کوته-زمان  فوريه  سری  آن  به  هارمونيک  آناليز 

فرمول کلی آن در حالت α=1 به شرح زير است:

آن چه در بالا آمد مانند نوشتن پيام روی برگه نت های موسيقی 
است. مثلا پنج خط حامل زير، حدود 10 ثانيه از آهنگ سرود ای 
ثانيه ای  دو  »ميزان«  پنج  به  که  ميدهد  نمايش  پيانو  با  را  ايران 
تقسيم شده است. اما ميزان در برگه نت موسيقی بسيار بزرگتر از 
بازی کند و فقط کنترلی است برای  را  آن است که نقش پنجره 
نوازنده که وقت خود را تنظيم کند؛ نه عقب بماند، نه جلو بيفتد. از 
نظر نوازنده يا آهنگساز، زمان کوتاهی که هر نت نواخته ميشود )و 
همانطور که در شکل 5 می بینید در پيانو ميتواند دو نت همزمان 
گوش  اما  است.  مناسبی  پنجره  باشد(  راست  و  چپ  دست های 
شنونده يا دستگاه تجزيه کننده صوت، ميتواند پنجره های بسيار 

کوتاه تری داشته باشد.
14 

 

 
 . نت موسیقی در پیانو 5شکل 

خواست دوربین به طور پیوسته عکس بگیرد و احتمالا از  ( حالت پیوسته را مد نظر داشت یعنی مي6)شکل    1گابور 
ای منتشر کرد همزمان با اخذ جایزه نوبل، مقاله  1946های مرزی دو قاب متوالی هم دلخوش نبود. لذا وی در سال  ناهنجاري 

از تابع پیوسته متقارنی مانند تابع نرمال گوس، پنجره مطلوب خود را ساخت و از روزنه آن به نظاره خواص   که در آن 
را به عنوان پنجره انتخاب کنیم. فرض کنید   𝑔𝑔توانیم هر تابع با انرژی متناهی  [. امروزه ما مي12] ها پرداختموضعی پیام

𝑔𝑔 ∈ 𝐿𝐿2(ℝ)  به عنوان پنجره و𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿2(ℝ)  به عنوان پیام داده شده باشند. آنگاه 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
||𝑔𝑔||2

2 ∫ ∫ 𝑓𝑓𝑢𝑢(𝑧𝑧)𝑔𝑔(𝑥𝑥 − 𝑢𝑢)𝑒𝑒2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
∞

−∞
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
 

آن   در  fu(y)که  = f(y)g(y − u)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ البته  ̅  .𝑓𝑓𝑢𝑢(𝑧𝑧)    ساده     توانميرا موج  وجود  از  میزانی  عنوان  g(yبه  −
u)𝑒𝑒2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋   در پیام𝑓𝑓   در لحظهu  .تعبیر کرد 

 

 
 م( 1979-1900. دنیس گابور)6شکل 

 
 2مثال هار  .6

ای سری های فوریه، گرچه ابزار مفیدی برای تقریب بودند ولی به علت ناگسستگي، نظم آشکوبه  فوریههای پیوسته  تبدیل
های شصتی اعداد را نداشتند. همان طور که در سري های دودوئی و دهدهی و شصتهای منجمان و یا دستگاهبرفلکفلک

از تابع ثابت  فوریه ملاحظه مي میانگین تابع   𝑐𝑐0شود که  شروع مي  𝑐𝑐0cos (0𝑥𝑥)کنیم، تقریب یک تابع پیوسته متناوب، 
اي، رود و در هیچ مرحله و غیره جلو مي  4xو    3xو    2𝑥𝑥 های ها و کسینوسمورد نظر است. سپس عمل تقریب، با سینوس

 رود.  تقریبات و اطلاعات حاصل از مراحل قبل، از بین نمي
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2 Alfréd Haar 
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 م( 1979-1900. دنیس گابور)6شکل 
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ای سری های فوریه، گرچه ابزار مفیدی برای تقریب بودند ولی به علت ناگسستگي، نظم آشکوبه  فوریههای پیوسته  تبدیل
های شصتی اعداد را نداشتند. همان طور که در سري های دودوئی و دهدهی و شصتهای منجمان و یا دستگاهبرفلکفلک
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1 Dennis Gabor 
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پیام  برداشته مي ,𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0شد که همان  α)    نمونه، همزمان وارد این  2𝑁𝑁بود.  + شد که کار هر کدامشان  دستگاه مي  1
 های زیر بود:محاسبه یکی از انتگرال

𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1
√𝛼𝛼

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 = 0. ±1. ±2. … . ±𝑁𝑁.

𝛼𝛼

0

 

2𝑁𝑁این   + شدند و کرد که در آنجا به همین تعداد دستگاه وارد ميبه مخابرات مقصد گسیل مي  مبداعدد را مخابرات    1
 ساختند:  جملات سری زیر را مي

𝑓𝑓# = ∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 1
√𝛼𝛼

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼  .

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

صدای اصلی گوینده نیز همین  کند.  شبیه صدای گوینده در گوش شنونده طنین انداز مي  صدائیاین سری قیچی شده  
  6000صدم ثانیه بود، برای هر یک دقیقه صحبت شما، این زنجیره را  مثلا یک  αداشت. اگر    بینهایت جملهسری بود که  
2𝑁𝑁کردند و در هر بار هم  بار تکرار مي + کردند. البته گوش  فرستادند و بازسازی مي گرفتند و به مقصد ميانتگرال مي  1

 انسان این توانائی را دارد که طیف صداهای تولید شده را با هم ترکیب کند. 
ها ها به جای سینوس و کسینوس از موجکاست و در آنها تغییر کردههمان طور که گفتیم، این روزها پردازش پیام

مانده این بخش، به تعمیمی از سری  گذاریم و در باقيهای بعدی واميها را به بخششود. تعریف و توجیه موجکاستفاده مي
 پردازیم.  مي تبدیل فوریه فوریه به نام  

,𝐿𝐿2(aهای با انرژی متناهی )یعنی  دار است و همه تابع  های کرانکاربرد سری فوریه منحصر به بازه b)دهد. ( را پوشش مي
  L2(ℝ)کنیم که دامنه زندگی متفاوتی دارند و مجبوریم  ها را بررسی ميآید که همزمان، خانواده وسیعی از تابعگاه پیش مي

های نمائی برای موجودیت  کرانی که تابعجا پوشش دهد. متاسفانه در چنین فضای بيها را یکرا در نظر بگیریم تا همه پیام
تواند مي L∞(ℝ)معنا هستند. از لحاظ ریاضی نیز فقط فضایی مانند  خود نیاز به انرژی بینهایتی دارند، از لحاظ فیزیکی بي

پذیر بود، به یک  های اول و دومش انتگرالرا که توان  𝑓𝑓پذیرای عضویتشان باشد. ریاضیدانان پس از فوریه، هر موج دلخواه  
شرح زیر به دست آوردند. عدد طبیعی    )تابع تحدید شده( را بر حسب سری فوریه آن به  𝑓𝑓𝑇𝑇تحدید کردند و    [𝑇𝑇و𝑇𝑇−]بازه  

𝑁𝑁   را با فرض𝑇𝑇 < 𝑁𝑁  در نظر بگیرید. آنگاه 

𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞ ∑ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑛𝑛) 1
√2𝑁𝑁

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

           = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑁𝑁 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇

−𝑇𝑇
𝑁𝑁
−𝑁𝑁           (𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑛𝑛

2𝑁𝑁) 

            = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

−𝑇𝑇

𝑁𝑁

−𝑁𝑁
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  6000صدم ثانیه بود، برای هر یک دقیقه صحبت شما، این زنجیره را  مثلا یک  αداشت. اگر    بینهایت جملهسری بود که  
2𝑁𝑁کردند و در هر بار هم  بار تکرار مي + کردند. البته گوش  فرستادند و بازسازی مي گرفتند و به مقصد ميانتگرال مي  1

 انسان این توانائی را دارد که طیف صداهای تولید شده را با هم ترکیب کند. 
ها ها به جای سینوس و کسینوس از موجکاست و در آنها تغییر کردههمان طور که گفتیم، این روزها پردازش پیام

مانده این بخش، به تعمیمی از سری  گذاریم و در باقيهای بعدی واميها را به بخششود. تعریف و توجیه موجکاستفاده مي
 پردازیم.  مي تبدیل فوریه فوریه به نام  

,𝐿𝐿2(aهای با انرژی متناهی )یعنی  دار است و همه تابع  های کرانکاربرد سری فوریه منحصر به بازه b)دهد. ( را پوشش مي
  L2(ℝ)کنیم که دامنه زندگی متفاوتی دارند و مجبوریم  ها را بررسی ميآید که همزمان، خانواده وسیعی از تابعگاه پیش مي

های نمائی برای موجودیت  کرانی که تابعجا پوشش دهد. متاسفانه در چنین فضای بيها را یکرا در نظر بگیریم تا همه پیام
تواند مي L∞(ℝ)معنا هستند. از لحاظ ریاضی نیز فقط فضایی مانند  خود نیاز به انرژی بینهایتی دارند، از لحاظ فیزیکی بي
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های دیگری هم ها بنویسد مثالتواند به صورت مجموع بینهایتی از سینوسفوریه برای آن که ثابت کند هر تابعی را مي
تعریف شده ولی سری فوریه    [0,1]در مسئله فوریه روی بازه    𝑓𝑓به نمایش گذاشت. آنالیزدانان متوجه شدند که گرچه تابع  

,1−]با دوره تناوب  𝑔𝑔متناظر آن برای تابع متناوب )فرد(    زیر نیز معتبر است: و ضابطه [1+

𝑔𝑔(−𝑥𝑥) = −𝑔𝑔(𝑥𝑥);   𝑔𝑔(|𝑥𝑥|) = 𝑓𝑓(|𝑥𝑥|); 𝑥𝑥 ∈ [−1, +1].  

ه فوریه به سرعت راه خود را ها را به میان آورند. نظریزوج و غیره را بسط دهند باید کسینوس  هایتابعاما اگر بخواهند  
در همه علوم دیگر گشود و اصطلاحات علمی جدیدی به عرصه دانش بشری وارد کرد که مهمترین آنها "پردازش پیام" یا 

دانان انرژی متناهیی داشته باشد پردازي" بود. البته این یک اصطلاح عام است و به هر تابعی که در اصطلاح فیزیک"پیام
ها  ( را یک  مجموعه از پیام𝐿𝐿2(μ)پذیر )معمولا  پردازي، هر زیرفضا از یک فضای هیلبرت جدائيشود. در پیاماطلاق مي

مي ترجیح  ریاضیدانان  انتظار  برخلاف  و  استفادهنامیده  مورد  اسکالرهای  که دهند  چیزی  باشند.  مختلط  عددهای  شان 
 گیرند: کنند و به جای سینوس و کسینوس، ترکیبات زیر را به کار ميریاضیدانان هم استقبال مي

sin 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑖𝑖 ; cos 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2 . 

.1−]با دوره تناوب   𝑓𝑓سری فوریه و ضرایب آن برای هر تابع  هافرمولبا استفاده از این   آید:به شکل زیر درمي [1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
√2

∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖; 
∞

𝑛𝑛=−∞
𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1

√2
∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 ∈ ℤ.
+1

−1

 

های نمائی  نامند و ما از این پس به جای سینوس و کسینوس از تابعرا ضرایب بسط فوریه مي  𝑓𝑓(𝑛𝑛)این عددهای مختلط  
همگرائي و  گرفت  قدرت  لبگ  انتگرال  نظریه  که  بعدها  کرد.  خواهیم  کرد، صحبت  پیدا  راه  آنالیز  عالم  به  جورواجور  های 

همگرائي به  و  نورزند  اصرار  یکنواخت  همگرائی  بر  اگر  که  شدند  متوجه  در های ضعیفریاضیدانان  همگرائی  مانند  تری 
,𝐿𝐿2(−1فضای هیلبرت   توانند بنویسند. از این پس، ما این فرض را  تر ميهای کلیقانع باشند، سری فوق را برای تابع  (1+

پس فرضیات  ميبه  اضافه  خود  انعطافزمینه  توپولوژی  قید  از  خود  کردن  رها  به  هم  را  خواننده  و  همگرائی  ناپذیر  کنیم 
و1−]کنیم. ضمنا مشابه آنچه که برای بازه  تشویق مي  یکنواخت + ,𝑎𝑎]گفته شد برای هر بازه    [1 𝑏𝑏]   هم درست است ولی

,0]ضرایبی باید کم و اضافه شود که ما ذیلا در مورد بازه   𝛼𝛼] گیریم.به کار مي 
.𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0اگر   α)   پیام مورد نظر باشد، پردازش آن چیزی نیست مگر قیچی کردن سری فوریه آن که تعداد جملات

ای ما بستگی دارد. البته همان طور که امروزه، کارهای نظری مبحث انتگرال مانده به دقت مورد نیاز و امکانات رایانهباقي
دهند، در امر پردازش و غیره انجام مي 1ای و سیمپسون های ذوزنقهاش را با قاعدههای ریمانی ولی محاسبات عدديرا با جمع

از چیزهای دیگری با نام عمومی موجک    به جایشان اند وهای اقتصادی خود را از دست دادههای فوریه ارزشپیام نیز سري 
ای از صدای ما نمونه  ،ثانیه  αکردیم، در هر  کنند. به هر حال، چند سال پیش که با تلفن راه دور صحبت میاستفاده مي
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گابور1 )شکل 6( حالت پيوسته را مد نظر داشت يعنی ميخواست 
ناهنجاريهای  از  احتمالا  و  بگيرد  پيوسته عکس  به طور  دوربين 
 1946 سال  در  وی  لذا  نبود.  دلخوش  هم  متوالی  قاب  دو  مرزی 
همزمان با اخذ جايزه نوبل، مقاله ای منتشر کرد که در آن از تابع 
را  خود  مطلوب  پنجره  گوس،  نرمال  تابع  مانند  متقارنی  پيوسته 
ساخت و از روزنه آن به نظاره خواص موضعی پيام ها پرداخت ]12[. 

1    2

امروزه ما ميتوانيم هر تابع با انرژی متناهی g را به عنوان پنجره 
    f           به عنوان پنجره و g            انتخاب کنيم. فرض کنيد

به عنوان پيام داده شده باشند. آنگاه

که در آن )fu(y) = f(y) g(y-u. البته g(y-u)e2πiyx را ميتوان 
 u در لحظه f به عنوان ميزانی از وجود موج ساده         در پيام

تعبير کرد.

 6. مثال هار2
بودند  تقريب  برای  مفيدی  ابزار  گرچه  فوريه  پيوسته  تبديل های 
فوريه،  سری های  آشکوبه ای  نظم  ناگسستگي،  علت  به  ولی 
و  دهدهی  و  دودوئی  دستگاه های  يا  و  منجمان  فلک برفلک های 
شصت شصتی اعداد را نداشتند. همان طور که در سريهای فوريه 
ثابت     تابع  از  متناوب،  پيوسته  تابع  يک  تقريب  ميکنيم،  ملاحظه 
)                   شروع ميشود که c0 ميانگين تابع مورد نظر است. 
 4x 3 وx 2 وx  سپس عمل تقريب، با سينوس ها و کسينوس های
و غيره جلو ميرود و در هيچ مرحله اي، تقريبات و اطلاعات حاصل 

از مراحل قبل، از بين نميرود. 

اولين کار بعد از فوريه در مورد تقريب توابع، توسط هار )1885 تا 
1933م.( انجام گرفت که از آشکوبه ای دودوئی نيز برخوردار بود. 
هار که رساله دکترياش را زير نظر هيلبرت3 )1862 تا 1943م.( 
ميگذراند توابعی ساخت که برای فضای هيلبرت          تشکيل 
يک پايه متعامد يکه ميدادند]13[. اين توابع مثل کسرهای دودوئی 
که هر عدد  باشيد  داشته  نظر  در  داشتند.  منظمی  مصری ساختار 

حقيقی )مثبت( x را بر حسب کسرهای دودوئی به صورت  

15 
 

ای دودوئی  م.( انجام گرفت که از آشکوبه1933تا    1885، توسط هار )توابعاولین کار بعد از فوریه در مورد تقریب  
گذراند توابعی ساخت که برای  م.( مي1943تا    1862)  1اش را زیر نظر هیلبرتنیز برخوردار بود. هار که رساله دکتري 

[. این توابع مثل کسرهای دودوئی مصری ساختار منظمی  13دادند]تشکیل یک پایه متعامد یکه مي  L2(ℝ)فضای هیلبرت  
 را بر حسب کسرهای دودوئی به صورت   𝑥𝑥داشتند. در نظر داشته باشید که هر عدد حقیقی )مثبت(  

𝑥𝑥 = ⌊𝑥𝑥⌋ + 𝑥𝑥1
21 + 𝑥𝑥2

22 + 𝑥𝑥3
23 + ⋯ 

هستند. در مثال   1یا    0و ... یکی از دو رقم    𝑥𝑥3و    𝑥𝑥2و  𝑥𝑥1  نمودار جزء صحیح است و    ⌊𝑥𝑥⌋نویسند که در آن  مي
 کنند تا نوعی موضعی شدن برقرار گردد: را به صورت زیر تجزیه مي L2(ℝ)هار، نخست فضای 

L2(ℝ) = ⋯ ⨁L2([−1,0])⨁L2([0,1])⨁L2([1,2])⨁L2([2,3]) ⊕ …. 

ای که برای این زیرفضا به متمرکز کنیم زیرا هر پایه متعامد یکه  L2([0,1])حالا کافی است که هم و غم خود را روی  
های صحیحش )به چپ و راست( یک پایه متعامد یکه برای کل فضا خواهد شد. نویسنده اول دسترسی به دست آید انتقال

f  سازد. تابعای او را ميهای پایهکند با دیدگاه دیگری تابعرساله هار نداشت ولی چون هدفش با او فرق مي ∈ L2([0,1])  
گرفتیم. ولی حالا که تابع  بود، جزء صحیحش را به عنوان اولین تقریب در نظر ميرا به دلخواه در نظر بگیرید. اگر عدد می

کنیم. چون در فضای هیلبرت کنیم و تقریبمان را از یک تابع ثابت شروع مياست، نظم دودوئی را روی دامنه اش پیاده مي
 𝑐𝑐0کنیم تا عدد  ضرب داخلی مي  𝜒𝜒[0,1]آیند پس آن را در بردار یکه  هم هستیم و تقریبات با تصویر کردن به دست مي

آید. تابع باقیمانده یعنی به دست مي  𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]به صورت    f)میانگین تابع در بازه یکه( به دست آید. پس اولین تقریب برای  
𝑓𝑓 − 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]  کنیم  را به دو قسمت مساوی تقسیم مي  [0,1]ها و گاهی زیر آن است. پس فاصله  گاهی بالای محور ایکس

  𝜒𝜒[0,1]باشد و بر بردار )تابع(  مي  1گیریم که خوشبختانه نرم آن  ها را عضو دوم پایه ميو تفاضل دو تابع مشخصه آن 
𝜒𝜒[0,2−1]عمود است. بدین ترتیب   − 𝜒𝜒[0,2−1]  آید و تابع دلخواه  به عنوان دومین عضو پایه به دست مي𝑓𝑓   هم به صورت

 شود:زیر با آن دو تابع تقریب زده مي 

𝑓𝑓 ≈ 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1] + 𝑐𝑐1(𝜒𝜒[0,2−1] − 𝜒𝜒[0,2−1]). 

توان هر بسته به علامت جبری خود نمایشگر میزان افت یا خیز تابع از چپ به راست است. حال با استقرا مي 𝑐𝑐1ثابت  
های مشخصه دو بازه حاصل را عضو  نصفه بازه را نصف کرد و نصف کردن را ادامه داد و در هر مرحله، تفاضل تابع

های قبلی عمود است، اما نرم آن ممکن است  نسل و عضوهای نسلجدید پایه گرفت. هر عضو جدید بر همه عضوهای هم
 L2(ℝ)یکه مطلوب برای    متعامد بنابراین، پایه  شود.  نباشد که آنهم با ضرب تابع در یک عدد ثابت مناسب، جبران مي  1

 درآمد که در آن 𝑗𝑗≥0ℬ𝑗𝑗⋃  به صورت 

ℬ0 = {𝑣𝑣0(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘): 𝑘𝑘 ∈ ℤ}; 𝑣𝑣0 = 𝜒𝜒[0,1]; 

ℬ𝑗𝑗 = {𝑣𝑣𝑗𝑗(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘2𝑗𝑗−1): 𝑘𝑘 ∈ ℤ};  
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مينويسند که در آن     نمودار جزء صحيح است و x1 و x2 و 
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7. موجک‌ها
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15 
 

ای دودوئی  م.( انجام گرفت که از آشکوبه1933تا    1885، توسط هار )توابعاولین کار بعد از فوریه در مورد تقریب  
گذراند توابعی ساخت که برای  م.( مي1943تا    1862)  1اش را زیر نظر هیلبرتنیز برخوردار بود. هار که رساله دکتري 

[. این توابع مثل کسرهای دودوئی مصری ساختار منظمی  13دادند]تشکیل یک پایه متعامد یکه مي  L2(ℝ)فضای هیلبرت  
 را بر حسب کسرهای دودوئی به صورت   𝑥𝑥داشتند. در نظر داشته باشید که هر عدد حقیقی )مثبت(  

𝑥𝑥 = ⌊𝑥𝑥⌋ + 𝑥𝑥1
21 + 𝑥𝑥2

22 + 𝑥𝑥3
23 + ⋯ 

هستند. در مثال   1یا    0و ... یکی از دو رقم    𝑥𝑥3و    𝑥𝑥2و  𝑥𝑥1  نمودار جزء صحیح است و    ⌊𝑥𝑥⌋نویسند که در آن  مي
 کنند تا نوعی موضعی شدن برقرار گردد: را به صورت زیر تجزیه مي L2(ℝ)هار، نخست فضای 

L2(ℝ) = ⋯ ⨁L2([−1,0])⨁L2([0,1])⨁L2([1,2])⨁L2([2,3]) ⊕ …. 

ای که برای این زیرفضا به متمرکز کنیم زیرا هر پایه متعامد یکه  L2([0,1])حالا کافی است که هم و غم خود را روی  
های صحیحش )به چپ و راست( یک پایه متعامد یکه برای کل فضا خواهد شد. نویسنده اول دسترسی به دست آید انتقال

f  سازد. تابعای او را ميهای پایهکند با دیدگاه دیگری تابعرساله هار نداشت ولی چون هدفش با او فرق مي ∈ L2([0,1])  
گرفتیم. ولی حالا که تابع  بود، جزء صحیحش را به عنوان اولین تقریب در نظر ميرا به دلخواه در نظر بگیرید. اگر عدد می

کنیم. چون در فضای هیلبرت کنیم و تقریبمان را از یک تابع ثابت شروع مياست، نظم دودوئی را روی دامنه اش پیاده مي
 𝑐𝑐0کنیم تا عدد  ضرب داخلی مي  𝜒𝜒[0,1]آیند پس آن را در بردار یکه  هم هستیم و تقریبات با تصویر کردن به دست مي

آید. تابع باقیمانده یعنی به دست مي  𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]به صورت    f)میانگین تابع در بازه یکه( به دست آید. پس اولین تقریب برای  
𝑓𝑓 − 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]  کنیم  را به دو قسمت مساوی تقسیم مي  [0,1]ها و گاهی زیر آن است. پس فاصله  گاهی بالای محور ایکس

  𝜒𝜒[0,1]باشد و بر بردار )تابع(  مي  1گیریم که خوشبختانه نرم آن  ها را عضو دوم پایه ميو تفاضل دو تابع مشخصه آن 
𝜒𝜒[0,2−1]عمود است. بدین ترتیب   − 𝜒𝜒[0,2−1]  آید و تابع دلخواه  به عنوان دومین عضو پایه به دست مي𝑓𝑓   هم به صورت

 شود:زیر با آن دو تابع تقریب زده مي 

𝑓𝑓 ≈ 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1] + 𝑐𝑐1(𝜒𝜒[0,2−1] − 𝜒𝜒[0,2−1]). 

توان هر بسته به علامت جبری خود نمایشگر میزان افت یا خیز تابع از چپ به راست است. حال با استقرا مي 𝑐𝑐1ثابت  
های مشخصه دو بازه حاصل را عضو  نصفه بازه را نصف کرد و نصف کردن را ادامه داد و در هر مرحله، تفاضل تابع

های قبلی عمود است، اما نرم آن ممکن است  نسل و عضوهای نسلجدید پایه گرفت. هر عضو جدید بر همه عضوهای هم
 L2(ℝ)یکه مطلوب برای    متعامد بنابراین، پایه  شود.  نباشد که آنهم با ضرب تابع در یک عدد ثابت مناسب، جبران مي  1

 درآمد که در آن 𝑗𝑗≥0ℬ𝑗𝑗⋃  به صورت 

ℬ0 = {𝑣𝑣0(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘): 𝑘𝑘 ∈ ℤ}; 𝑣𝑣0 = 𝜒𝜒[0,1]; 

ℬ𝑗𝑗 = {𝑣𝑣𝑗𝑗(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘2𝑗𝑗−1): 𝑘𝑘 ∈ ℤ};  

 
1 David Hilbert 
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های قبلی عمود است، اما نرم آن ممکن است  نسل و عضوهای نسلجدید پایه گرفت. هر عضو جدید بر همه عضوهای هم
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ای دودوئی  م.( انجام گرفت که از آشکوبه1933تا    1885، توسط هار )توابعاولین کار بعد از فوریه در مورد تقریب  
گذراند توابعی ساخت که برای  م.( مي1943تا    1862)  1اش را زیر نظر هیلبرتنیز برخوردار بود. هار که رساله دکتري 

[. این توابع مثل کسرهای دودوئی مصری ساختار منظمی  13دادند]تشکیل یک پایه متعامد یکه مي  L2(ℝ)فضای هیلبرت  
 را بر حسب کسرهای دودوئی به صورت   𝑥𝑥داشتند. در نظر داشته باشید که هر عدد حقیقی )مثبت(  

𝑥𝑥 = ⌊𝑥𝑥⌋ + 𝑥𝑥1
21 + 𝑥𝑥2

22 + 𝑥𝑥3
23 + ⋯ 

هستند. در مثال   1یا    0و ... یکی از دو رقم    𝑥𝑥3و    𝑥𝑥2و  𝑥𝑥1  نمودار جزء صحیح است و    ⌊𝑥𝑥⌋نویسند که در آن  مي
 کنند تا نوعی موضعی شدن برقرار گردد: را به صورت زیر تجزیه مي L2(ℝ)هار، نخست فضای 
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ای که برای این زیرفضا به متمرکز کنیم زیرا هر پایه متعامد یکه  L2([0,1])حالا کافی است که هم و غم خود را روی  
های صحیحش )به چپ و راست( یک پایه متعامد یکه برای کل فضا خواهد شد. نویسنده اول دسترسی به دست آید انتقال

f  سازد. تابعای او را ميهای پایهکند با دیدگاه دیگری تابعرساله هار نداشت ولی چون هدفش با او فرق مي ∈ L2([0,1])  
گرفتیم. ولی حالا که تابع  بود، جزء صحیحش را به عنوان اولین تقریب در نظر ميرا به دلخواه در نظر بگیرید. اگر عدد می

کنیم. چون در فضای هیلبرت کنیم و تقریبمان را از یک تابع ثابت شروع مياست، نظم دودوئی را روی دامنه اش پیاده مي
 𝑐𝑐0کنیم تا عدد  ضرب داخلی مي  𝜒𝜒[0,1]آیند پس آن را در بردار یکه  هم هستیم و تقریبات با تصویر کردن به دست مي

آید. تابع باقیمانده یعنی به دست مي  𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]به صورت    f)میانگین تابع در بازه یکه( به دست آید. پس اولین تقریب برای  
𝑓𝑓 − 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]  کنیم  را به دو قسمت مساوی تقسیم مي  [0,1]ها و گاهی زیر آن است. پس فاصله  گاهی بالای محور ایکس

  𝜒𝜒[0,1]باشد و بر بردار )تابع(  مي  1گیریم که خوشبختانه نرم آن  ها را عضو دوم پایه ميو تفاضل دو تابع مشخصه آن 
𝜒𝜒[0,2−1]عمود است. بدین ترتیب   − 𝜒𝜒[0,2−1]  آید و تابع دلخواه  به عنوان دومین عضو پایه به دست مي𝑓𝑓   هم به صورت

 شود:زیر با آن دو تابع تقریب زده مي 

𝑓𝑓 ≈ 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1] + 𝑐𝑐1(𝜒𝜒[0,2−1] − 𝜒𝜒[0,2−1]). 

توان هر بسته به علامت جبری خود نمایشگر میزان افت یا خیز تابع از چپ به راست است. حال با استقرا مي 𝑐𝑐1ثابت  
های مشخصه دو بازه حاصل را عضو  نصفه بازه را نصف کرد و نصف کردن را ادامه داد و در هر مرحله، تفاضل تابع
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کنیم. چون در فضای هیلبرت کنیم و تقریبمان را از یک تابع ثابت شروع مياست، نظم دودوئی را روی دامنه اش پیاده مي
 𝑐𝑐0کنیم تا عدد  ضرب داخلی مي  𝜒𝜒[0,1]آیند پس آن را در بردار یکه  هم هستیم و تقریبات با تصویر کردن به دست مي

آید. تابع باقیمانده یعنی به دست مي  𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]به صورت    f)میانگین تابع در بازه یکه( به دست آید. پس اولین تقریب برای  
𝑓𝑓 − 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]  کنیم  را به دو قسمت مساوی تقسیم مي  [0,1]ها و گاهی زیر آن است. پس فاصله  گاهی بالای محور ایکس

  𝜒𝜒[0,1]باشد و بر بردار )تابع(  مي  1گیریم که خوشبختانه نرم آن  ها را عضو دوم پایه ميو تفاضل دو تابع مشخصه آن 
𝜒𝜒[0,2−1]عمود است. بدین ترتیب   − 𝜒𝜒[0,2−1]  آید و تابع دلخواه  به عنوان دومین عضو پایه به دست مي𝑓𝑓   هم به صورت

 شود:زیر با آن دو تابع تقریب زده مي 

𝑓𝑓 ≈ 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1] + 𝑐𝑐1(𝜒𝜒[0,2−1] − 𝜒𝜒[0,2−1]). 

توان هر بسته به علامت جبری خود نمایشگر میزان افت یا خیز تابع از چپ به راست است. حال با استقرا مي 𝑐𝑐1ثابت  
های مشخصه دو بازه حاصل را عضو  نصفه بازه را نصف کرد و نصف کردن را ادامه داد و در هر مرحله، تفاضل تابع

های قبلی عمود است، اما نرم آن ممکن است  نسل و عضوهای نسلجدید پایه گرفت. هر عضو جدید بر همه عضوهای هم
 L2(ℝ)یکه مطلوب برای    متعامد بنابراین، پایه  شود.  نباشد که آنهم با ضرب تابع در یک عدد ثابت مناسب، جبران مي  1

 درآمد که در آن 𝑗𝑗≥0ℬ𝑗𝑗⋃  به صورت 

ℬ0 = {𝑣𝑣0(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘): 𝑘𝑘 ∈ ℤ}; 𝑣𝑣0 = 𝜒𝜒[0,1]; 

ℬ𝑗𝑗 = {𝑣𝑣𝑗𝑗(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘2𝑗𝑗−1): 𝑘𝑘 ∈ ℤ};  

 
1 David Hilbert 
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ای دودوئی  م.( انجام گرفت که از آشکوبه1933تا    1885، توسط هار )توابعاولین کار بعد از فوریه در مورد تقریب  
گذراند توابعی ساخت که برای  م.( مي1943تا    1862)  1اش را زیر نظر هیلبرتنیز برخوردار بود. هار که رساله دکتري 

[. این توابع مثل کسرهای دودوئی مصری ساختار منظمی  13دادند]تشکیل یک پایه متعامد یکه مي  L2(ℝ)فضای هیلبرت  
 را بر حسب کسرهای دودوئی به صورت   𝑥𝑥داشتند. در نظر داشته باشید که هر عدد حقیقی )مثبت(  

𝑥𝑥 = ⌊𝑥𝑥⌋ + 𝑥𝑥1
21 + 𝑥𝑥2

22 + 𝑥𝑥3
23 + ⋯ 

هستند. در مثال   1یا    0و ... یکی از دو رقم    𝑥𝑥3و    𝑥𝑥2و  𝑥𝑥1  نمودار جزء صحیح است و    ⌊𝑥𝑥⌋نویسند که در آن  مي
 کنند تا نوعی موضعی شدن برقرار گردد: را به صورت زیر تجزیه مي L2(ℝ)هار، نخست فضای 

L2(ℝ) = ⋯ ⨁L2([−1,0])⨁L2([0,1])⨁L2([1,2])⨁L2([2,3]) ⊕ …. 

ای که برای این زیرفضا به متمرکز کنیم زیرا هر پایه متعامد یکه  L2([0,1])حالا کافی است که هم و غم خود را روی  
های صحیحش )به چپ و راست( یک پایه متعامد یکه برای کل فضا خواهد شد. نویسنده اول دسترسی به دست آید انتقال

f  سازد. تابعای او را ميهای پایهکند با دیدگاه دیگری تابعرساله هار نداشت ولی چون هدفش با او فرق مي ∈ L2([0,1])  
گرفتیم. ولی حالا که تابع  بود، جزء صحیحش را به عنوان اولین تقریب در نظر ميرا به دلخواه در نظر بگیرید. اگر عدد می

کنیم. چون در فضای هیلبرت کنیم و تقریبمان را از یک تابع ثابت شروع مياست، نظم دودوئی را روی دامنه اش پیاده مي
 𝑐𝑐0کنیم تا عدد  ضرب داخلی مي  𝜒𝜒[0,1]آیند پس آن را در بردار یکه  هم هستیم و تقریبات با تصویر کردن به دست مي

آید. تابع باقیمانده یعنی به دست مي  𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]به صورت    f)میانگین تابع در بازه یکه( به دست آید. پس اولین تقریب برای  
𝑓𝑓 − 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]  کنیم  را به دو قسمت مساوی تقسیم مي  [0,1]ها و گاهی زیر آن است. پس فاصله  گاهی بالای محور ایکس

  𝜒𝜒[0,1]باشد و بر بردار )تابع(  مي  1گیریم که خوشبختانه نرم آن  ها را عضو دوم پایه ميو تفاضل دو تابع مشخصه آن 
𝜒𝜒[0,2−1]عمود است. بدین ترتیب   − 𝜒𝜒[0,2−1]  آید و تابع دلخواه  به عنوان دومین عضو پایه به دست مي𝑓𝑓   هم به صورت

 شود:زیر با آن دو تابع تقریب زده مي 

𝑓𝑓 ≈ 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1] + 𝑐𝑐1(𝜒𝜒[0,2−1] − 𝜒𝜒[0,2−1]). 

توان هر بسته به علامت جبری خود نمایشگر میزان افت یا خیز تابع از چپ به راست است. حال با استقرا مي 𝑐𝑐1ثابت  
های مشخصه دو بازه حاصل را عضو  نصفه بازه را نصف کرد و نصف کردن را ادامه داد و در هر مرحله، تفاضل تابع

های قبلی عمود است، اما نرم آن ممکن است  نسل و عضوهای نسلجدید پایه گرفت. هر عضو جدید بر همه عضوهای هم
 L2(ℝ)یکه مطلوب برای    متعامد بنابراین، پایه  شود.  نباشد که آنهم با ضرب تابع در یک عدد ثابت مناسب، جبران مي  1

 درآمد که در آن 𝑗𝑗≥0ℬ𝑗𝑗⋃  به صورت 

ℬ0 = {𝑣𝑣0(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘): 𝑘𝑘 ∈ ℤ}; 𝑣𝑣0 = 𝜒𝜒[0,1]; 

ℬ𝑗𝑗 = {𝑣𝑣𝑗𝑗(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘2𝑗𝑗−1): 𝑘𝑘 ∈ ℤ};  

 
1 David Hilbert 
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 𝑣𝑣𝑗𝑗 = √2
(𝑗𝑗−1)

(𝜒𝜒[0.2−𝑗𝑗]−𝜒𝜒[2−𝑗𝑗2و−𝑗𝑗+1]) ;  𝑗𝑗 > 0. 

م.( در مطالعه حرکت براونی مورد استفاده قرار گرفت و  1971تا    1886)   1های هار توسط لِوی تابع  1930در دهه  
های های هار را که بعدها نام موجکدانان، تابع[. گابور و سایر فیزیک14] های فوریه بود تر از سري بخشنتیجه رضایت

-پذیر بودند. اما نظام آشکوبه دودوئی تابعهایی پیوسته و مشتقهار به خود گرفتند در پیش چشم داشتند ولی به دنبال پنجره
های  سازی که در بخشهای فوریه موجود نیست و مبحث آنالیز چندریزهای سري های هار مزیتی است که در نظام آشکوبه

 بعدی به آن خواهیم پرداخت تعمیمی از مثال هار بود.
 هاموجک .7

داری  دهند، کندی محاسبات و هزینه نگههای گابور، اطلاعات زیادی در مورد امواج مرکب به ما ميبا این که پنجره
م.(  در حین بررسی میزان ذخیره نفت یک  2007تا    1931)  2، که مورلت 1975بخش نیست. از سال  اطلاعات، رضایت

دید، به ابتکار خود دریچه گابور را وابسته به زمان کوچک و بزرگ کرد و نتایج  های ثابت گابور را کارآمد نميمعدن، پنجره
  م. منتشر ساخت1982شناسی خود را با همکاری سه نفر دیگر در سال  تری به دست آورد. وی نتایج معدنبخشرضایت

-م. نیز با همکاری گراسمن، تابع1985و    1984های  های متغیر صحبت کرده بود. او در سالها از پنجره[ که در آن15]
 [.  17[،]16معرفی و مطالعه کرد] موجکهای جدید را با الهام از اصطلاحی که در کارگاه به کار برده بود با نام 

سیل   که  بود  پس  این  موجک  کارهایاز  روی  نظری  و  دوبشیعملی  مخصوصا  و  افتاد  راه  به  نیز 1988)  3ها  م.( 
[. تابع موجک که در 11های فوریه بودند]هائی برای رفع نیازهای خود در رشته صوت درست کرد که مستقل از پنجرهموجک

به    ψتر  شد، در نهایت به صورت یک تابع کليعمل از حاصل ضرب یک پنجره غیر ثابت در یک تابع هارمونی اختراع  
 های متحرک از اتساع و انتقال آن حاصل شدند؛ یعنينام موجک مادر تعریف گردید که پنجره

𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 1
√|𝑠𝑠|

𝜓𝜓 (𝑥𝑥 − 𝜏𝜏
|𝑠𝑠| ) 

دهند و ضریب پشت موجک هم برای یکه کردن های انتقال و اتساع پنجره را نمایش ميبه ترتیب میزان   𝑠𝑠و    𝜏𝜏که در آن  
پذیر باشد باید شرط موجکی کنند و برای آن که پردازش برگشت فرض مي  1آن است. معمولا انرژی موجک مادر را مساوی  

 کنیم؛ یعني ها ضرب داخلی مي، آن را در موجک𝑓𝑓شود برقرار گردد. برای پردازش پیام خاصی هم که بعدا بیان مي

𝑓𝑓(𝑠𝑠, 𝜏𝜏) = 〈𝑓𝑓, 𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠〉. 

زمان به تبدیل موجکی و یکی از  افتد که هممخصوص سری یا تبدیل فوریه وضع شده است و بسیار اتفاق مي  𝑓𝑓)چون نماد 
دهیم.( برای بازسازی پیام اولیه نمایش مي  𝑓𝑓دو تبدیل )گسسته یا پیوسته( فوریه نیاز پیدا کنیم، لذا تبدیل موجکی را با نماد  

 بریم:از پیام پردازش یافته، فرمول برگشتی زیر را به کار مي

 
1 Paul Levy 
2 Jean Morlet 
3 Ingrid Daubechies 

ثابت  پنجره های  معدن،  يک  نفت  ذخيره  ميزان  بررسی  حين  در 
را وابسته به  ابتکار خود دريچه گابور  به  را کارآمد نميديد،  گابور 
دست  به  رضايت بخش تری  نتايج  و  کرد  بزرگ  و  کوچک  زمان 
آورد. وی نتايج معدن شناسی خود را با همکاری سه نفر ديگر در 
سال 1982م. منتشر ساخت ]15[ که در آن ها از پنجره های متغير 
صحبت کرده بود. او در سال های 1984 و 1985م. نيز با همکاری 
گراسمن، تابع های جديد را با الهام از اصطلاحی که در کارگاه به 

کار برده بود با نام موجک معرفی و مطالعه کرد ]16[،]17[. 

از اين پس بود که سيل کارهای عملی و نظری روی موجک ها به 
راه افتاد و مخصوصا دوبشی3 )1988م.( نيز موجک هائی برای رفع 
نيازهای خود در رشته صوت درست کرد که مستقل از پنجره های 
فوريه بودند ]11[. تابع موجک که در عمل از حاصل ضرب يک 

3. Ingrid Daubechies1. Paul Levy
2. Jean Morlet
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ای دودوئی  م.( انجام گرفت که از آشکوبه1933تا    1885، توسط هار )توابعاولین کار بعد از فوریه در مورد تقریب  
گذراند توابعی ساخت که برای  م.( مي1943تا    1862)  1اش را زیر نظر هیلبرتنیز برخوردار بود. هار که رساله دکتري 

[. این توابع مثل کسرهای دودوئی مصری ساختار منظمی  13دادند]تشکیل یک پایه متعامد یکه مي  L2(ℝ)فضای هیلبرت  
 را بر حسب کسرهای دودوئی به صورت   𝑥𝑥داشتند. در نظر داشته باشید که هر عدد حقیقی )مثبت(  

𝑥𝑥 = ⌊𝑥𝑥⌋ + 𝑥𝑥1
21 + 𝑥𝑥2

22 + 𝑥𝑥3
23 + ⋯ 

هستند. در مثال   1یا    0و ... یکی از دو رقم    𝑥𝑥3و    𝑥𝑥2و  𝑥𝑥1  نمودار جزء صحیح است و    ⌊𝑥𝑥⌋نویسند که در آن  مي
 کنند تا نوعی موضعی شدن برقرار گردد: را به صورت زیر تجزیه مي L2(ℝ)هار، نخست فضای 

L2(ℝ) = ⋯ ⨁L2([−1,0])⨁L2([0,1])⨁L2([1,2])⨁L2([2,3]) ⊕ …. 

ای که برای این زیرفضا به متمرکز کنیم زیرا هر پایه متعامد یکه  L2([0,1])حالا کافی است که هم و غم خود را روی  
های صحیحش )به چپ و راست( یک پایه متعامد یکه برای کل فضا خواهد شد. نویسنده اول دسترسی به دست آید انتقال

f  سازد. تابعای او را ميهای پایهکند با دیدگاه دیگری تابعرساله هار نداشت ولی چون هدفش با او فرق مي ∈ L2([0,1])  
گرفتیم. ولی حالا که تابع  بود، جزء صحیحش را به عنوان اولین تقریب در نظر ميرا به دلخواه در نظر بگیرید. اگر عدد می

کنیم. چون در فضای هیلبرت کنیم و تقریبمان را از یک تابع ثابت شروع مياست، نظم دودوئی را روی دامنه اش پیاده مي
 𝑐𝑐0کنیم تا عدد  ضرب داخلی مي  𝜒𝜒[0,1]آیند پس آن را در بردار یکه  هم هستیم و تقریبات با تصویر کردن به دست مي

آید. تابع باقیمانده یعنی به دست مي  𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]به صورت    f)میانگین تابع در بازه یکه( به دست آید. پس اولین تقریب برای  
𝑓𝑓 − 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1]  کنیم  را به دو قسمت مساوی تقسیم مي  [0,1]ها و گاهی زیر آن است. پس فاصله  گاهی بالای محور ایکس

  𝜒𝜒[0,1]باشد و بر بردار )تابع(  مي  1گیریم که خوشبختانه نرم آن  ها را عضو دوم پایه ميو تفاضل دو تابع مشخصه آن 
𝜒𝜒[0,2−1]عمود است. بدین ترتیب   − 𝜒𝜒[0,2−1]  آید و تابع دلخواه  به عنوان دومین عضو پایه به دست مي𝑓𝑓   هم به صورت

 شود:زیر با آن دو تابع تقریب زده مي 

𝑓𝑓 ≈ 𝑐𝑐0𝜒𝜒[0,1] + 𝑐𝑐1(𝜒𝜒[0,2−1] − 𝜒𝜒[0,2−1]). 

توان هر بسته به علامت جبری خود نمایشگر میزان افت یا خیز تابع از چپ به راست است. حال با استقرا مي 𝑐𝑐1ثابت  
های مشخصه دو بازه حاصل را عضو  نصفه بازه را نصف کرد و نصف کردن را ادامه داد و در هر مرحله، تفاضل تابع

های قبلی عمود است، اما نرم آن ممکن است  نسل و عضوهای نسلجدید پایه گرفت. هر عضو جدید بر همه عضوهای هم
 L2(ℝ)یکه مطلوب برای    متعامد بنابراین، پایه  شود.  نباشد که آنهم با ضرب تابع در یک عدد ثابت مناسب، جبران مي  1

 درآمد که در آن 𝑗𝑗≥0ℬ𝑗𝑗⋃  به صورت 

ℬ0 = {𝑣𝑣0(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘): 𝑘𝑘 ∈ ℤ}; 𝑣𝑣0 = 𝜒𝜒[0,1]; 

ℬ𝑗𝑗 = {𝑣𝑣𝑗𝑗(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘2𝑗𝑗−1): 𝑘𝑘 ∈ ℤ};  

 
1 David Hilbert 
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پیام  برداشته مي ,𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0شد که همان  α)    نمونه، همزمان وارد این  2𝑁𝑁بود.  + شد که کار هر کدامشان  دستگاه مي  1
 های زیر بود:محاسبه یکی از انتگرال

𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1
√𝛼𝛼

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 = 0. ±1. ±2. … . ±𝑁𝑁.

𝛼𝛼

0

 

2𝑁𝑁این   + شدند و کرد که در آنجا به همین تعداد دستگاه وارد ميبه مخابرات مقصد گسیل مي  مبداعدد را مخابرات    1
 ساختند:  جملات سری زیر را مي

𝑓𝑓# = ∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 1
√𝛼𝛼

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼  .

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

صدای اصلی گوینده نیز همین  کند.  شبیه صدای گوینده در گوش شنونده طنین انداز مي  صدائیاین سری قیچی شده  
  6000صدم ثانیه بود، برای هر یک دقیقه صحبت شما، این زنجیره را  مثلا یک  αداشت. اگر    بینهایت جملهسری بود که  
2𝑁𝑁کردند و در هر بار هم  بار تکرار مي + کردند. البته گوش  فرستادند و بازسازی مي گرفتند و به مقصد ميانتگرال مي  1

 انسان این توانائی را دارد که طیف صداهای تولید شده را با هم ترکیب کند. 
ها ها به جای سینوس و کسینوس از موجکاست و در آنها تغییر کردههمان طور که گفتیم، این روزها پردازش پیام

مانده این بخش، به تعمیمی از سری  گذاریم و در باقيهای بعدی واميها را به بخششود. تعریف و توجیه موجکاستفاده مي
 پردازیم.  مي تبدیل فوریه فوریه به نام  

,𝐿𝐿2(aهای با انرژی متناهی )یعنی  دار است و همه تابع  های کرانکاربرد سری فوریه منحصر به بازه b)دهد. ( را پوشش مي
  L2(ℝ)کنیم که دامنه زندگی متفاوتی دارند و مجبوریم  ها را بررسی ميآید که همزمان، خانواده وسیعی از تابعگاه پیش مي

های نمائی برای موجودیت  کرانی که تابعجا پوشش دهد. متاسفانه در چنین فضای بيها را یکرا در نظر بگیریم تا همه پیام
تواند مي L∞(ℝ)معنا هستند. از لحاظ ریاضی نیز فقط فضایی مانند  خود نیاز به انرژی بینهایتی دارند، از لحاظ فیزیکی بي

پذیر بود، به یک  های اول و دومش انتگرالرا که توان  𝑓𝑓پذیرای عضویتشان باشد. ریاضیدانان پس از فوریه، هر موج دلخواه  
شرح زیر به دست آوردند. عدد طبیعی    )تابع تحدید شده( را بر حسب سری فوریه آن به  𝑓𝑓𝑇𝑇تحدید کردند و    [𝑇𝑇و𝑇𝑇−]بازه  

𝑁𝑁   را با فرض𝑇𝑇 < 𝑁𝑁  در نظر بگیرید. آنگاه 

𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞ ∑ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑛𝑛) 1
√2𝑁𝑁

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

           = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑁𝑁 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇

−𝑇𝑇
𝑁𝑁
−𝑁𝑁           (𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑛𝑛

2𝑁𝑁) 

            = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

−𝑇𝑇

𝑁𝑁

−𝑁𝑁
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های دیگری هم ها بنویسد مثالتواند به صورت مجموع بینهایتی از سینوسفوریه برای آن که ثابت کند هر تابعی را مي
تعریف شده ولی سری فوریه    [0,1]در مسئله فوریه روی بازه    𝑓𝑓به نمایش گذاشت. آنالیزدانان متوجه شدند که گرچه تابع  

,1−]با دوره تناوب  𝑔𝑔متناظر آن برای تابع متناوب )فرد(    زیر نیز معتبر است: و ضابطه [1+

𝑔𝑔(−𝑥𝑥) = −𝑔𝑔(𝑥𝑥);   𝑔𝑔(|𝑥𝑥|) = 𝑓𝑓(|𝑥𝑥|); 𝑥𝑥 ∈ [−1, +1].  

ه فوریه به سرعت راه خود را ها را به میان آورند. نظریزوج و غیره را بسط دهند باید کسینوس  هایتابعاما اگر بخواهند  
در همه علوم دیگر گشود و اصطلاحات علمی جدیدی به عرصه دانش بشری وارد کرد که مهمترین آنها "پردازش پیام" یا 

دانان انرژی متناهیی داشته باشد پردازي" بود. البته این یک اصطلاح عام است و به هر تابعی که در اصطلاح فیزیک"پیام
ها  ( را یک  مجموعه از پیام𝐿𝐿2(μ)پذیر )معمولا  پردازي، هر زیرفضا از یک فضای هیلبرت جدائيشود. در پیاماطلاق مي

مي ترجیح  ریاضیدانان  انتظار  برخلاف  و  استفادهنامیده  مورد  اسکالرهای  که دهند  چیزی  باشند.  مختلط  عددهای  شان 
 گیرند: کنند و به جای سینوس و کسینوس، ترکیبات زیر را به کار ميریاضیدانان هم استقبال مي

sin 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑖𝑖 ; cos 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2 . 

.1−]با دوره تناوب   𝑓𝑓سری فوریه و ضرایب آن برای هر تابع  هافرمولبا استفاده از این   آید:به شکل زیر درمي [1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
√2

∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖; 
∞

𝑛𝑛=−∞
𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1

√2
∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 ∈ ℤ.
+1

−1

 

های نمائی  نامند و ما از این پس به جای سینوس و کسینوس از تابعرا ضرایب بسط فوریه مي  𝑓𝑓(𝑛𝑛)این عددهای مختلط  
همگرائي و  گرفت  قدرت  لبگ  انتگرال  نظریه  که  بعدها  کرد.  خواهیم  کرد، صحبت  پیدا  راه  آنالیز  عالم  به  جورواجور  های 

همگرائي به  و  نورزند  اصرار  یکنواخت  همگرائی  بر  اگر  که  شدند  متوجه  در های ضعیفریاضیدانان  همگرائی  مانند  تری 
,𝐿𝐿2(−1فضای هیلبرت   توانند بنویسند. از این پس، ما این فرض را  تر ميهای کلیقانع باشند، سری فوق را برای تابع  (1+

پس فرضیات  ميبه  اضافه  خود  انعطافزمینه  توپولوژی  قید  از  خود  کردن  رها  به  هم  را  خواننده  و  همگرائی  ناپذیر  کنیم 
و1−]کنیم. ضمنا مشابه آنچه که برای بازه  تشویق مي  یکنواخت + ,𝑎𝑎]گفته شد برای هر بازه    [1 𝑏𝑏]   هم درست است ولی

,0]ضرایبی باید کم و اضافه شود که ما ذیلا در مورد بازه   𝛼𝛼] گیریم.به کار مي 
.𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0اگر   α)   پیام مورد نظر باشد، پردازش آن چیزی نیست مگر قیچی کردن سری فوریه آن که تعداد جملات

ای ما بستگی دارد. البته همان طور که امروزه، کارهای نظری مبحث انتگرال مانده به دقت مورد نیاز و امکانات رایانهباقي
دهند، در امر پردازش و غیره انجام مي 1ای و سیمپسون های ذوزنقهاش را با قاعدههای ریمانی ولی محاسبات عدديرا با جمع

از چیزهای دیگری با نام عمومی موجک    به جایشان اند وهای اقتصادی خود را از دست دادههای فوریه ارزشپیام نیز سري 
ای از صدای ما نمونه  ،ثانیه  αکردیم، در هر  کنند. به هر حال، چند سال پیش که با تلفن راه دور صحبت میاستفاده مي

 
1 Trapezoidal & Simpson’s rules 



47 تقريبات آشکوبه ای

به  نهايت  در  اختراع  شد،  هارمونی  تابع  يک  در  ثابت  غير  پنجره 
تعريف گرديد که  نام موجک مادر  به   ψ تابع کليتر  صورت يک 

پنجره های متحرک از اتساع و انتقال آن حاصل شدند؛ يعني
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 𝑣𝑣𝑗𝑗 = √2
(𝑗𝑗−1)

(𝜒𝜒[0.2−𝑗𝑗]−𝜒𝜒[2−𝑗𝑗2و−𝑗𝑗+1]) ;  𝑗𝑗 > 0. 

م.( در مطالعه حرکت براونی مورد استفاده قرار گرفت و  1971تا    1886)   1های هار توسط لِوی تابع  1930در دهه  
های های هار را که بعدها نام موجکدانان، تابع[. گابور و سایر فیزیک14] های فوریه بود تر از سري بخشنتیجه رضایت

-پذیر بودند. اما نظام آشکوبه دودوئی تابعهایی پیوسته و مشتقهار به خود گرفتند در پیش چشم داشتند ولی به دنبال پنجره
های  سازی که در بخشهای فوریه موجود نیست و مبحث آنالیز چندریزهای سري های هار مزیتی است که در نظام آشکوبه

 بعدی به آن خواهیم پرداخت تعمیمی از مثال هار بود.
 هاموجک .7

داری  دهند، کندی محاسبات و هزینه نگههای گابور، اطلاعات زیادی در مورد امواج مرکب به ما ميبا این که پنجره
م.(  در حین بررسی میزان ذخیره نفت یک  2007تا    1931)  2، که مورلت 1975بخش نیست. از سال  اطلاعات، رضایت

دید، به ابتکار خود دریچه گابور را وابسته به زمان کوچک و بزرگ کرد و نتایج  های ثابت گابور را کارآمد نميمعدن، پنجره
  م. منتشر ساخت1982شناسی خود را با همکاری سه نفر دیگر در سال  تری به دست آورد. وی نتایج معدنبخشرضایت

-م. نیز با همکاری گراسمن، تابع1985و    1984های  های متغیر صحبت کرده بود. او در سالها از پنجره[ که در آن15]
 [.  17[،]16معرفی و مطالعه کرد] موجکهای جدید را با الهام از اصطلاحی که در کارگاه به کار برده بود با نام 

سیل   که  بود  پس  این  موجک  کارهایاز  روی  نظری  و  دوبشیعملی  مخصوصا  و  افتاد  راه  به  نیز 1988)  3ها  م.( 
[. تابع موجک که در 11های فوریه بودند]هائی برای رفع نیازهای خود در رشته صوت درست کرد که مستقل از پنجرهموجک

به    ψتر  شد، در نهایت به صورت یک تابع کليعمل از حاصل ضرب یک پنجره غیر ثابت در یک تابع هارمونی اختراع  
 های متحرک از اتساع و انتقال آن حاصل شدند؛ یعنينام موجک مادر تعریف گردید که پنجره

𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 1
√|𝑠𝑠|

𝜓𝜓 (𝑥𝑥 − 𝜏𝜏
|𝑠𝑠| ) 

دهند و ضریب پشت موجک هم برای یکه کردن های انتقال و اتساع پنجره را نمایش ميبه ترتیب میزان   𝑠𝑠و    𝜏𝜏که در آن  
پذیر باشد باید شرط موجکی کنند و برای آن که پردازش برگشت فرض مي  1آن است. معمولا انرژی موجک مادر را مساوی  

 کنیم؛ یعني ها ضرب داخلی مي، آن را در موجک𝑓𝑓شود برقرار گردد. برای پردازش پیام خاصی هم که بعدا بیان مي

𝑓𝑓(𝑠𝑠, 𝜏𝜏) = 〈𝑓𝑓, 𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠〉. 

زمان به تبدیل موجکی و یکی از  افتد که هممخصوص سری یا تبدیل فوریه وضع شده است و بسیار اتفاق مي  𝑓𝑓)چون نماد 
دهیم.( برای بازسازی پیام اولیه نمایش مي  𝑓𝑓دو تبدیل )گسسته یا پیوسته( فوریه نیاز پیدا کنیم، لذا تبدیل موجکی را با نماد  

 بریم:از پیام پردازش یافته، فرمول برگشتی زیر را به کار مي

 
1 Paul Levy 
2 Jean Morlet 
3 Ingrid Daubechies 
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يافته، فرمول برگشتی زير را به کار مي‌بريم:
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𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝐾𝐾 ∫ ∫ 𝑓𝑓(𝑠𝑠, 𝜏𝜏)

∞

−∞

∞

−∞

𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑠𝑠2 , 

 باید در شرط موجکی زیر صدق کنند: 𝜓𝜓و  𝐾𝐾که در آن  

𝐾𝐾 = ∫ |𝜓̂𝜓(𝑢𝑢)|2

|𝑢𝑢|

∞

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑 < ∞. 

شود و نظیر گسسته آن  موجکی که هم اکنون تعریف شد، به علت شباهتش به تبدیل فوریه، موجک پیوسته نامیده مي 
 اش شمارا هستند؛ یعني های مربوطهها و اتساعهم وجود دارد که از نظام آشکوبی دودوئی برخوردار است و انتقال

𝜓𝜓𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥) = √2𝑚𝑚𝜓𝜓 (𝑥𝑥 − 𝑛𝑛
2𝑚𝑚 ). 

گیرد. امروزه این گونه  های فوریه، پردازش و بازسازی یک پیام انجام ميدر حالت گسسته نیز با کارهائی مشابه سري 
قابپردازش مبحث  در  عام  طور  به  گسسته،  چه  و  پیوسته  چه  را  ميها  بررسی  مورد  ها  در  بیشتر  اطلاعات  برای  کنند. 
 دهیم.ها ارجاع ميهای آن[ و مرجع12[، ]2ها به ]موجک

 سازي آناليز چندريزه .8
چندریزه آنالیز  از  زنجیرههدف  یافتن  بسته  سازي،  فضاهای  زیر  از  :𝑉𝑉𝑗𝑗}ای  𝑗𝑗 ∈ ℤ}    درL2(ℝ)    که طوری  به  است 

 شرایط )نه لزوماً مستقل( زیر برقرار باشد:
i.  𝑉𝑉𝑗𝑗 ⊂ 𝑉𝑉𝑗𝑗+1; 𝑗𝑗 ∈ ℤ;  
ii.  f(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘21−𝑗𝑗) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗; 𝑘𝑘 ∈ ℤ;  𝑗𝑗 ∈ ℤ; 
iii.  f(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗 ⇔ 𝑓𝑓(2𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗+1;  𝑗𝑗 ∈ ℤ; 
iv.   ∪𝑗𝑗≥0 𝑉𝑉𝑗𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = L2(ℝ), 
v.  ∩𝑗𝑗≥0 𝑉𝑉𝑗𝑗 = {0}; 

vi.    یک تابع𝜑𝜑 ∈ 𝑉𝑉0  و عددهای مثبتA  وB   جود دارند به طوری که برای هر وf(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉0  : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∑ 𝑐𝑐𝑘𝑘𝜑𝜑(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘);

𝑘𝑘∈ℤ
  

𝐴𝐴||𝑓𝑓||2 ≤ ∑ |𝑐𝑐𝑘𝑘|2
𝑘𝑘∈ℤ

 ≤  𝐵𝐵||𝑓𝑓||2. 
یا عدم استقلال شرط پنجم را از پنج شرط دیگر به دست آورم، توفیقی به دست نیامد؛   استقلالکه  کردم تلاشهرچه من 

ای بر این شرط  ضمن این که مشتاق دریافت هر گونه اطلاعی در این مورد هستم این سوال را هم دارم که اصولا چه فائده
 اند؛ اگر تابع  را موجک پدر نام گذارده   𝜑𝜑آید.  تابع  ای به نظریه وارد ميمترتب است و اگر آن را حذف کنیم چه لطمه

𝜏𝜏 ∈ 𝑉𝑉0  تصویرعمودی تابع𝜑𝜑(2𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉1  باشد، آنگاه تابع 
𝜓𝜓 = 𝜑𝜑(2𝑥𝑥) − 𝜏𝜏 

 های صحیحش فضای هیلبرتدارای این خاصیت است که انتقال مادربا نام موجک 

𝑉𝑉0
⊥ ∩ 𝑉𝑉1 

17 
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝐾𝐾 ∫ ∫ 𝑓𝑓(𝑠𝑠, 𝜏𝜏)

∞

−∞

∞

−∞

𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑠𝑠2 , 

 باید در شرط موجکی زیر صدق کنند: 𝜓𝜓و  𝐾𝐾که در آن  

𝐾𝐾 = ∫ |𝜓̂𝜓(𝑢𝑢)|2

|𝑢𝑢|

∞

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑 < ∞. 

شود و نظیر گسسته آن  موجکی که هم اکنون تعریف شد، به علت شباهتش به تبدیل فوریه، موجک پیوسته نامیده مي 
 اش شمارا هستند؛ یعني های مربوطهها و اتساعهم وجود دارد که از نظام آشکوبی دودوئی برخوردار است و انتقال

𝜓𝜓𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥) = √2𝑚𝑚𝜓𝜓 (𝑥𝑥 − 𝑛𝑛
2𝑚𝑚 ). 

گیرد. امروزه این گونه  های فوریه، پردازش و بازسازی یک پیام انجام ميدر حالت گسسته نیز با کارهائی مشابه سري 
قابپردازش مبحث  در  عام  طور  به  گسسته،  چه  و  پیوسته  چه  را  ميها  بررسی  مورد  ها  در  بیشتر  اطلاعات  برای  کنند. 
 دهیم.ها ارجاع ميهای آن[ و مرجع12[، ]2ها به ]موجک

 سازي آناليز چندريزه .8
چندریزه آنالیز  از  زنجیرههدف  یافتن  بسته  سازي،  فضاهای  زیر  از  :𝑉𝑉𝑗𝑗}ای  𝑗𝑗 ∈ ℤ}    درL2(ℝ)    که طوری  به  است 

 شرایط )نه لزوماً مستقل( زیر برقرار باشد:
i.  𝑉𝑉𝑗𝑗 ⊂ 𝑉𝑉𝑗𝑗+1; 𝑗𝑗 ∈ ℤ;  
ii.  f(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘21−𝑗𝑗) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗; 𝑘𝑘 ∈ ℤ;  𝑗𝑗 ∈ ℤ; 
iii.  f(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗 ⇔ 𝑓𝑓(2𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗+1;  𝑗𝑗 ∈ ℤ; 
iv.   ∪𝑗𝑗≥0 𝑉𝑉𝑗𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = L2(ℝ), 
v.  ∩𝑗𝑗≥0 𝑉𝑉𝑗𝑗 = {0}; 

vi.    یک تابع𝜑𝜑 ∈ 𝑉𝑉0  و عددهای مثبتA  وB   جود دارند به طوری که برای هر وf(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉0  : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∑ 𝑐𝑐𝑘𝑘𝜑𝜑(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘);

𝑘𝑘∈ℤ
  

𝐴𝐴||𝑓𝑓||2 ≤ ∑ |𝑐𝑐𝑘𝑘|2
𝑘𝑘∈ℤ

 ≤  𝐵𝐵||𝑓𝑓||2. 
یا عدم استقلال شرط پنجم را از پنج شرط دیگر به دست آورم، توفیقی به دست نیامد؛   استقلالکه  کردم تلاشهرچه من 

ای بر این شرط  ضمن این که مشتاق دریافت هر گونه اطلاعی در این مورد هستم این سوال را هم دارم که اصولا چه فائده
 اند؛ اگر تابع  را موجک پدر نام گذارده   𝜑𝜑آید.  تابع  ای به نظریه وارد ميمترتب است و اگر آن را حذف کنیم چه لطمه

𝜏𝜏 ∈ 𝑉𝑉0  تصویرعمودی تابع𝜑𝜑(2𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉1  باشد، آنگاه تابع 
𝜓𝜓 = 𝜑𝜑(2𝑥𝑥) − 𝜏𝜏 

 های صحیحش فضای هیلبرتدارای این خاصیت است که انتقال مادربا نام موجک 

𝑉𝑉0
⊥ ∩ 𝑉𝑉1 

17 
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝐾𝐾 ∫ ∫ 𝑓𝑓(𝑠𝑠, 𝜏𝜏)

∞

−∞

∞

−∞

𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑠𝑠2 , 

 باید در شرط موجکی زیر صدق کنند: 𝜓𝜓و  𝐾𝐾که در آن  

𝐾𝐾 = ∫ |𝜓̂𝜓(𝑢𝑢)|2

|𝑢𝑢|

∞

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑 < ∞. 

شود و نظیر گسسته آن  موجکی که هم اکنون تعریف شد، به علت شباهتش به تبدیل فوریه، موجک پیوسته نامیده مي 
 اش شمارا هستند؛ یعني های مربوطهها و اتساعهم وجود دارد که از نظام آشکوبی دودوئی برخوردار است و انتقال

𝜓𝜓𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥) = √2𝑚𝑚𝜓𝜓 (𝑥𝑥 − 𝑛𝑛
2𝑚𝑚 ). 

گیرد. امروزه این گونه  های فوریه، پردازش و بازسازی یک پیام انجام ميدر حالت گسسته نیز با کارهائی مشابه سري 
قابپردازش مبحث  در  عام  طور  به  گسسته،  چه  و  پیوسته  چه  را  ميها  بررسی  مورد  ها  در  بیشتر  اطلاعات  برای  کنند. 
 دهیم.ها ارجاع ميهای آن[ و مرجع12[، ]2ها به ]موجک

 سازي آناليز چندريزه .8
چندریزه آنالیز  از  زنجیرههدف  یافتن  بسته  سازي،  فضاهای  زیر  از  :𝑉𝑉𝑗𝑗}ای  𝑗𝑗 ∈ ℤ}    درL2(ℝ)    که طوری  به  است 

 شرایط )نه لزوماً مستقل( زیر برقرار باشد:
i.  𝑉𝑉𝑗𝑗 ⊂ 𝑉𝑉𝑗𝑗+1; 𝑗𝑗 ∈ ℤ;  
ii.  f(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘21−𝑗𝑗) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗; 𝑘𝑘 ∈ ℤ;  𝑗𝑗 ∈ ℤ; 
iii.  f(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗 ⇔ 𝑓𝑓(2𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗+1;  𝑗𝑗 ∈ ℤ; 
iv.   ∪𝑗𝑗≥0 𝑉𝑉𝑗𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = L2(ℝ), 
v.  ∩𝑗𝑗≥0 𝑉𝑉𝑗𝑗 = {0}; 

vi.    یک تابع𝜑𝜑 ∈ 𝑉𝑉0  و عددهای مثبتA  وB   جود دارند به طوری که برای هر وf(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉0  : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∑ 𝑐𝑐𝑘𝑘𝜑𝜑(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘);

𝑘𝑘∈ℤ
  

𝐴𝐴||𝑓𝑓||2 ≤ ∑ |𝑐𝑐𝑘𝑘|2
𝑘𝑘∈ℤ

 ≤  𝐵𝐵||𝑓𝑓||2. 
یا عدم استقلال شرط پنجم را از پنج شرط دیگر به دست آورم، توفیقی به دست نیامد؛   استقلالکه  کردم تلاشهرچه من 

ای بر این شرط  ضمن این که مشتاق دریافت هر گونه اطلاعی در این مورد هستم این سوال را هم دارم که اصولا چه فائده
 اند؛ اگر تابع  را موجک پدر نام گذارده   𝜑𝜑آید.  تابع  ای به نظریه وارد ميمترتب است و اگر آن را حذف کنیم چه لطمه

𝜏𝜏 ∈ 𝑉𝑉0  تصویرعمودی تابع𝜑𝜑(2𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉1  باشد، آنگاه تابع 
𝜓𝜓 = 𝜑𝜑(2𝑥𝑥) − 𝜏𝜏 

 های صحیحش فضای هیلبرتدارای این خاصیت است که انتقال مادربا نام موجک 
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 شرایط )نه لزوماً مستقل( زیر برقرار باشد:
i.  𝑉𝑉𝑗𝑗 ⊂ 𝑉𝑉𝑗𝑗+1; 𝑗𝑗 ∈ ℤ;  
ii.  f(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘21−𝑗𝑗) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗; 𝑘𝑘 ∈ ℤ;  𝑗𝑗 ∈ ℤ; 
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⊥ ∩ 𝑉𝑉1 
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𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝐾𝐾 ∫ ∫ 𝑓𝑓(𝑠𝑠, 𝜏𝜏)

∞

−∞

∞

−∞

𝜓𝜓𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑠𝑠2 , 

 باید در شرط موجکی زیر صدق کنند: 𝜓𝜓و  𝐾𝐾که در آن  

𝐾𝐾 = ∫ |𝜓̂𝜓(𝑢𝑢)|2

|𝑢𝑢|

∞

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑 < ∞. 

شود و نظیر گسسته آن  موجکی که هم اکنون تعریف شد، به علت شباهتش به تبدیل فوریه، موجک پیوسته نامیده مي 
 اش شمارا هستند؛ یعني های مربوطهها و اتساعهم وجود دارد که از نظام آشکوبی دودوئی برخوردار است و انتقال

𝜓𝜓𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥) = √2𝑚𝑚𝜓𝜓 (𝑥𝑥 − 𝑛𝑛
2𝑚𝑚 ). 

گیرد. امروزه این گونه  های فوریه، پردازش و بازسازی یک پیام انجام ميدر حالت گسسته نیز با کارهائی مشابه سري 
قابپردازش مبحث  در  عام  طور  به  گسسته،  چه  و  پیوسته  چه  را  ميها  بررسی  مورد  ها  در  بیشتر  اطلاعات  برای  کنند. 
 دهیم.ها ارجاع ميهای آن[ و مرجع12[، ]2ها به ]موجک

 سازي آناليز چندريزه .8
چندریزه آنالیز  از  زنجیرههدف  یافتن  بسته  سازي،  فضاهای  زیر  از  :𝑉𝑉𝑗𝑗}ای  𝑗𝑗 ∈ ℤ}    درL2(ℝ)    که طوری  به  است 

 شرایط )نه لزوماً مستقل( زیر برقرار باشد:
i.  𝑉𝑉𝑗𝑗 ⊂ 𝑉𝑉𝑗𝑗+1; 𝑗𝑗 ∈ ℤ;  
ii.  f(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘21−𝑗𝑗) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗; 𝑘𝑘 ∈ ℤ;  𝑗𝑗 ∈ ℤ; 
iii.  f(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗 ⇔ 𝑓𝑓(2𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑗𝑗+1;  𝑗𝑗 ∈ ℤ; 
iv.   ∪𝑗𝑗≥0 𝑉𝑉𝑗𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = L2(ℝ), 
v.  ∩𝑗𝑗≥0 𝑉𝑉𝑗𝑗 = {0}; 

vi.    یک تابع𝜑𝜑 ∈ 𝑉𝑉0  و عددهای مثبتA  وB   جود دارند به طوری که برای هر وf(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉0  : 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∑ 𝑐𝑐𝑘𝑘𝜑𝜑(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘);

𝑘𝑘∈ℤ
  

𝐴𝐴||𝑓𝑓||2 ≤ ∑ |𝑐𝑐𝑘𝑘|2
𝑘𝑘∈ℤ

 ≤  𝐵𝐵||𝑓𝑓||2. 
یا عدم استقلال شرط پنجم را از پنج شرط دیگر به دست آورم، توفیقی به دست نیامد؛   استقلالکه  کردم تلاشهرچه من 

ای بر این شرط  ضمن این که مشتاق دریافت هر گونه اطلاعی در این مورد هستم این سوال را هم دارم که اصولا چه فائده
 اند؛ اگر تابع  را موجک پدر نام گذارده   𝜑𝜑آید.  تابع  ای به نظریه وارد ميمترتب است و اگر آن را حذف کنیم چه لطمه

𝜏𝜏 ∈ 𝑉𝑉0  تصویرعمودی تابع𝜑𝜑(2𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉1  باشد، آنگاه تابع 
𝜓𝜓 = 𝜑𝜑(2𝑥𝑥) − 𝜏𝜏 

 های صحیحش فضای هیلبرتدارای این خاصیت است که انتقال مادربا نام موجک 

𝑉𝑉0
⊥ ∩ 𝑉𝑉1 

که در آن K و ψ بايد در شرط موجکی زير صدق کنند:

تبديل  به  شباهتش  علت  به  شد،  تعريف  اکنون  هم  که  موجکی 
فوريه، موجک پيوسته ناميده ميشود و نظير گسسته آن هم وجود 
و  انتقال ها  و  است  برخوردار  دودوئی  آشکوبی  نظام  از  که  دارد 

اتساع های مربوطه اش شمارا هستند؛ يعني

در حالت گسسته نيز با کارهائی مشابه سريهای فوريه، پردازش و 
بازسازی يک پيام انجام ميگيرد. امروزه اين گونه پردازش ها را چه 
پيوسته و چه گسسته، به طور عام در مبحث قاب ها بررسی ميکنند. 
برای اطلاعات بيشتر در مورد موجک ها به ]2[، ]12[ و مرجع های 

آن ها ارجاع ميدهيم.

8. آناليز چندريزه‌سازي

هدف از آناليز چندريزه سازي، يافتن زنجيره ای از زير فضاهای بسته 
}Vj:j  Z{ در           است به طوری که شرايط )نه لزوماًً مستقل( 

زير برقرار باشد:

vi يک تابع φ∈V0 و عددهای مثبت A وB وجود دارند به طوری 
:f(x)∈V0 که برای هر

هرچه من تلاش کردم که استقلال يا عدم استقلال شرط پنجم 
را از پنج شرط ديگر به دست آورم، توفيقی به دست نيامد؛ ضمن 
اين که مشتاق دريافت هر گونه اطلاعی در اين مورد هستم اين 
سوال را هم دارم که اصولا چه فایده ای بر اين شرط مترتب است 
 φ و اگر آن را حذف کنيم چه لطمه ای به نظريه وارد ميآيد. تابع
تابع  تصويرعمودی   τ∈V0 تابع  اگر  گذارده اند؛  نام  پدر  را موجک 

φ)2x)∈V1 باشد، آنگاه تابع

را توليد ميکنند و اتساع های مولد مزبور هم مولدی برای کل فضا 
هستند. 

ميتوان يک  هار  پايه  اساس  بر  که  داد  نشان  ميتوان  راحتی  به 
آناليز چندريزه سازی توليد کرد. برای اين منظور Vj را زير فضای 
توابع  را همه   V-1 تعريف ميکنند و  توليد شده توسط           
روی  استقراء  با  را  کار  اين  باشد؛   V0 در   f که  ميگيرند   f)    (
عددهای صحيح منفی ادامه ميدهند و هر Vj را از Vj+1 به دست 
ميآورند. پس از آن که نظريه موجک ها رونق گرفت، دوبشی ]2[ 
که  زد  مثال  فشرده  تعريف  دامنه  با  پيوسته  موجکی  1988م.  در 
انتقال ها و اتساع هايش طبيعت تابع های هار را داشتند و اين مثال 
بود که مالات1 ]18[ و ]19[ را به فکر ابداع آناليز چندريزه سازی 

انداخت و مقالات سال 1989م. را انتشار داد.

با نام موجک مادر دارای اين خاصيت است که انتقال های صحيحش 
فضای هيلبرت
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پیام  برداشته مي ,𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓2(0شد که همان  α)    نمونه، همزمان وارد این  2𝑁𝑁بود.  + شد که کار هر کدامشان  دستگاه مي  1
 های زیر بود:محاسبه یکی از انتگرال

𝑓𝑓(𝑛𝑛) = 1
√𝛼𝛼

∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑛𝑛 = 0. ±1. ±2. … . ±𝑁𝑁.

𝛼𝛼

0

 

2𝑁𝑁این   + شدند و کرد که در آنجا به همین تعداد دستگاه وارد ميبه مخابرات مقصد گسیل مي  مبداعدد را مخابرات    1
 ساختند:  جملات سری زیر را مي

𝑓𝑓# = ∑ 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 1
√𝛼𝛼

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝛼𝛼  .

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

صدای اصلی گوینده نیز همین  کند.  شبیه صدای گوینده در گوش شنونده طنین انداز مي  صدائیاین سری قیچی شده  
  6000صدم ثانیه بود، برای هر یک دقیقه صحبت شما، این زنجیره را  مثلا یک  αداشت. اگر    بینهایت جملهسری بود که  
2𝑁𝑁کردند و در هر بار هم  بار تکرار مي + کردند. البته گوش  فرستادند و بازسازی مي گرفتند و به مقصد ميانتگرال مي  1

 انسان این توانائی را دارد که طیف صداهای تولید شده را با هم ترکیب کند. 
ها ها به جای سینوس و کسینوس از موجکاست و در آنها تغییر کردههمان طور که گفتیم، این روزها پردازش پیام

مانده این بخش، به تعمیمی از سری  گذاریم و در باقيهای بعدی واميها را به بخششود. تعریف و توجیه موجکاستفاده مي
 پردازیم.  مي تبدیل فوریه فوریه به نام  

,𝐿𝐿2(aهای با انرژی متناهی )یعنی  دار است و همه تابع  های کرانکاربرد سری فوریه منحصر به بازه b)دهد. ( را پوشش مي
  L2(ℝ)کنیم که دامنه زندگی متفاوتی دارند و مجبوریم  ها را بررسی ميآید که همزمان، خانواده وسیعی از تابعگاه پیش مي

های نمائی برای موجودیت  کرانی که تابعجا پوشش دهد. متاسفانه در چنین فضای بيها را یکرا در نظر بگیریم تا همه پیام
تواند مي L∞(ℝ)معنا هستند. از لحاظ ریاضی نیز فقط فضایی مانند  خود نیاز به انرژی بینهایتی دارند، از لحاظ فیزیکی بي

پذیر بود، به یک  های اول و دومش انتگرالرا که توان  𝑓𝑓پذیرای عضویتشان باشد. ریاضیدانان پس از فوریه، هر موج دلخواه  
شرح زیر به دست آوردند. عدد طبیعی    )تابع تحدید شده( را بر حسب سری فوریه آن به  𝑓𝑓𝑇𝑇تحدید کردند و    [𝑇𝑇و𝑇𝑇−]بازه  

𝑁𝑁   را با فرض𝑇𝑇 < 𝑁𝑁  در نظر بگیرید. آنگاه 

𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞ ∑ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑛𝑛) 1
√2𝑁𝑁

𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁

𝑁𝑁

𝑛𝑛=−𝑁𝑁
 

           = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑁𝑁 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒− 2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇

−𝑇𝑇
𝑁𝑁
−𝑁𝑁           (𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑛𝑛

2𝑁𝑁) 

            = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑁𝑁→∞  1
2𝑁𝑁 ∑ 𝑒𝑒2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑧𝑧𝑛𝑛 ∫ 𝑓𝑓𝑇𝑇(𝑦𝑦)𝑒𝑒−2𝑖𝑖𝑖𝑖𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇

−𝑇𝑇

𝑁𝑁

−𝑁𝑁
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 های مولد مزبور هم مولدی برای کل فضا هستند. کنند و اتساعرا تولید مي

را   𝑉𝑉𝑗𝑗سازی تولید کرد. برای این منظور  چندریزهآنالیز    توان یک توان نشان داد که بر اساس پایه هار ميبه راحتی مي
𝑓𝑓(𝑥𝑥را همه توابع    𝑉𝑉−1کنند و  ميتعریف  𝑘𝑘≤𝑗𝑗ℬ𝑘𝑘≥0⋃ زیر فضای تولید شده توسط  

باشد؛ این کار    𝑉𝑉0در    𝑓𝑓گیرند که  مي  (2
ادامه مي استقراء روی عددهای صحیح منفی  با  از    𝑉𝑉𝑗𝑗دهند و هر  را  آن که  آورند.  به دست مي    𝑉𝑉𝑗𝑗+1را  از   نظریهپس 

هایش  ها و اتساعم. موجکی پیوسته با دامنه تعریف فشرده مثال زد که انتقال1988[ در  2] دوبشی  ها رونق گرفت،  موجک
این مثال بود که مالاتطبیعت تابع ]18] 1های هار را داشتند و  آنالیز چندریزه19[ و  ابداع  انداخت و  [ را به فکر  سازی 
 م. را انتشار داد. 1989مقالات سال 
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ها از حوصله یک توان پیدا کرد ولی آوردن همه آنای در تقریبات ميهای بیشتری از ساختارهای آشکوبهمسلما مثال
-شویم که گرچه در تعریف انتگرال لبگ، نظام آشکوبی دودوئی به کار گرفته ميمقاله عمومی خارج است؛ اما یادآور مي

نمي مقاله  این  روال  در  ولی  ميشود  دست  به  مرحله  هر  در  لبگ  انتگرال  تقریب  در  آنچه  )یا گنجد:  حقیقی  عددی  آید، 
مختلط( است که هیچ اطلاعی از مراحل قبلی را در خود نگه نداشته است.  )بجز در مورد تابع نامنفي، که نتیجه هر 

 مرحله، بزرگتر یا مساوی نتیجه مرحله قبلی است.( 
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9. سخن پاياني

تقريبات  در  آشکوبه ای  ساختارهای  از  بيشتری  مثال های  مسلما 
مقاله  يک  حوصله  از  آن ها  همه  آوردن  ولی  کرد  پيدا  ميتوان 
عمومی خارج است؛ اما يادآور ميشويم که گرچه در تعريف انتگرال 
روال  در  ولی  ميشود  گرفته  کار  به  دودوئی  آشکوبی  نظام  لبگ، 

اين مقاله نميگنجد: آنچه در تقريب انتگرال لبگ در هر مرحله به 
دست ميآيد، عددی حقيقی )يا مختلط( است که هيچ اطلاعی از 
مراحل قبلی را در خود نگه نداشته است.  )بجز در مورد تابع نامنفي، 

که نتيجه هر مرحله، بزرگتر يا مساوی نتيجه مرحله قبلی است.(
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