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1. مقدمه

مساله اول حاصل ضرب نامتناهی ایی از فاکتورهای خطی از درجه 
اول است که اویلر1 با نگاه به فرمت مجموع توانی این حاصل ضرب 
بسیار  نتایج  توانی،  سری  آن  در  موجود  ضرایب  دقیق  بررسی  و 
سه  موضوع  دوم  مسئله  می آورد.  دست  به  را  شگرفی  و  عمیق 
باشیم  داشته   m و   M2 و   M1 اگر سه جرم  جسم مشهور است. 
و  باشد  خیلی کوچک  خیلی   M2 و   M1 به  نسبت  m جرمش  و 
در  گیرد،  قرار   M2 و   M1 جاذبه ی جرم های  میدان  مدارهای  در 
گرفت.  خواهد  قرار  پایدار  و  حالت سکون  در   m نقاطی جرم  چه 
این نقاط به نقاط تعادل لاگرانژ2 معروفند. لاگرانژ وجود این نقاط 
و وضعیت آنها را بعنوان نقاط تکین »تابع انرژی پتانسیل« بررسی 
نمود و سطوح تراز آن تابع پتانسیل را با دقت، شرح و بسط داد. 
اما  دارد  جسم  سه  مسأله  حل  در  بسیاری  کوشش های  نیز  اویلر 
دیدگاه لاگرانژ یعنی توجه به نقاط بحرانی تابع پتانسیل، کلید حل 
مسأله است. در مساله سوم به بررسی مفهوم بسیار جدی، عمیق 
هانری  توسط  بار  اولین  که  می پردازیم  پوانکاره3  نگاشت  ژرف  و 
پوانکاره معرفی و مورد مطالعه قرار گرفت. اگر یک شیئ هندسی 
باشیم و حرکت آن را در گذر زمان نگاه کنیم و  دینامیک داشته 
به دنباله ای پیوسته از خمینه های هموار می رسیم. اولین خمینه در 
این دنباله، مقطع پوانکاره نام گذاری می شود که خود یک خمینه 
است. نقطه ای را از مقطع پوانکاره در نظر گیرید و آن نقطه را در 
پی خمینه های ذکر شده دنبال کنید تا وقتی که شکل شیئ هندسی 

مقطع  بروی  دوباره  ما  نقطه  که  است  هنگام  این  در  رویت شود. 
پوانکاره است. این همان نگاشت پوانکاره است. در انتها اشاره ای 
به بررسی نگاشت پوانکاره برای سیستم دینامیک بطن چپ قلب 
بروی یک  برداری  میدان های  به  نگاهی دقیق  با  و  داریم.  انسان 
خمینه هموار با کرل4 صفر در صفحه مختصات دکارتی سه-بعدی، 
و ارتباط آن را با گروه نخست دورام کوهمولوژی5 و تعداد حفره های 

یک-بعدی بروی همین خمینه هموار، روشن می کنیم.

۱. مسأله اول و نگاه اویلر به آن

سری های توانی، توابع جبری، و توابعی که موضعی جبری هستند
حاصل ضرب نامتناهی زیر را در نظر بگیرید:

1. Leonardo Euler
2. Joseph-Louis Lagrange
3. Henry Poincare

4. Curl
5. De Rham Cohomology

این حاصل ضرب که دقیقاًً به صورت ضرب عوامل خطی از درجه 
یک به روی خط مختلط و یا دایره مختلط هستند را به فرمت زیر 
نگاه می کنیم : در این بسط که به صورت مجموعی نامتناهی است، 

 

  آن به لریمسأله اول و نگاه او. ۱

 هستند   ی جبر ی که موضع ی و توابع ،ی توابع جبر  ، یتوان  یها یسر

 : د یریبگ  نظر در  را ر یز یحاصل ضرب نامتناه

(𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝜶𝜶𝒛𝒛)(𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝜷𝜷𝒛𝒛)(𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝜸𝜸𝒛𝒛)(𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝜹𝜹𝒛𝒛)(𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝜺𝜺𝒛𝒛)… 

مختلط    رهیدا  ایخط مختلط و    یرو  هب  کی از درجه    یصورت ضرب عوامل خط   هب  قاًیدق  که  ضرب  حاصل  نیا 

 :  م یکنیم  نگاه ر یرا به فرمت ز هستند 

𝟏𝟏 + 𝑷𝑷𝑷𝑷 + 𝑸𝑸𝒛𝒛𝟐𝟐 + 𝑹𝑹𝒛𝒛𝟑𝟑 + 𝑺𝑺𝒛𝒛𝟒𝟒 + 𝑻𝑻𝒛𝒛𝟓𝟓 +⋯ 
  ی ها  ی به فرمت توابع به شکل سر  لر، یاو  قیدق و    نخستنگاه   ،است  ی نامتناه  یمجموع  صورت   به  که  بسط   ن یدر ا

  ب یضرا  به   ، است  ی و  نخست  نگرش   یموازا   در   که  ، لریاو  گرید  نگاه  . است  شده  دوخته مختلط    ره یدا  ی بر رو  یتوان

 . است شده معطوف   آنها لیتحل و  بیضرا ق یدق  محاسبه و  ی توان  یها ی سر آن

به صورت مجموع    Q  بی. ضرباشد ی م  𝑥𝑥𝜀𝜀,⋯،  𝑥𝑥𝜎𝜎،  𝑥𝑥𝜆𝜆،  𝑥𝑥𝛽𝛽،  𝑥𝑥𝛼𝛼  یهابرابر با مجموع توان   P  بیضر  ،بسط   نیدر ا

,𝜀𝜀،  𝛼𝛼  ،⋯هستند که به صورت مجموع دو جمله نابرابر    𝑥𝑥از    ییهاآن توان  𝛽𝛽, 𝜆𝜆, 𝜎𝜎    ب یطور ضر  نی. و همهستند و  

R   از    ییهامجموع آن توان𝑥𝑥    که به صورت مجموع سه ترم نابرابر از دنباله    رند یگ  ی را دربرم⋯،  𝜀𝜀،  𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝜆𝜆, 𝜎𝜎  

ضر و  توان S   بیهستند  آن  مجموع  صورت  از    ۴  مجموع   که  شوند ی م   مرتب  𝑥𝑥 از  ییهابه  نابرابر   ، 𝜀𝜀  ،⋯ترم 

𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝜆𝜆, 𝜎𝜎  یهافوق از کنار هم قرار دادن توان   ی توان  یسر  ب یضرا  یهستند. به عبارت  𝑥𝑥    به صورت مجموع دو

,𝜀𝜀،  𝛼𝛼  ،⋯جمله نابرابر، سه جمله نابرابر، چهار جمله متفاوت از   𝛽𝛽, 𝜆𝜆, 𝜎𝜎  ند یآی دست م به. 

  ی قیعم  ی جیبه نتا  شوند ی فوق ظاهر م   ط در بس  𝑥𝑥و    𝑧𝑧  یهابا نگاه کردن و توجه به آنچه که در کنار توان   لریاو

 .ابد یی دست م

 .کند ی م ل یمحاسبه و تحل ق یبه طور دق ، شوند  یظاهر م 𝑧𝑧4,⋯  ،𝑧𝑧3   ،𝑧𝑧2   ،𝑧𝑧آنچه را که کنار   لریاو
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 .ابد یی دست م

 .کند ی م ل یمحاسبه و تحل ق یبه طور دق ، شوند  یظاهر م 𝑧𝑧4,⋯  ،𝑧𝑧3   ،𝑧𝑧2   ،𝑧𝑧آنچه را که کنار   لریاو

نگاه نخست و دقیق اویلر، به فرمت توابع به شکل سری های توانی 
در  که  اویلر،  دیگر  نگاه  است.  شده  دوخته  مختلط  دایره  روی  بر 
موازای نگرش نخست وی است، به ضرایب آن سری های توانی و
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محاسبه دقیق ضرایب و تحلیل آنها معطوف شده است.

در این بسط که به صورت مجموعی نامتناهی است، نگاه نخست و 
دقیق اویلر، به فرمت توابع به شکل سری های توانی بر روی دایره 
اویلر، که در موازای نگرش  مختلط دوخته شده است. نگاه دیگر 
نخست وی است، به ضرایب آن سری‌های توانی و محاسبه دقیق 

ضرایب و تحلیل آنها معطوف شده است.

 xε,⋯، xσ، توان های  مجموع  با  برابر   P بسط، ضریب  این  در 
xλ، xβ، xα می باشد. ضریب Q به صورت مجموع آن توان هایی 

 ε،α,β,λ,σ,⋯ هستند که به صورت مجموع دو جمله نابرابر x از
  x از  توان هایی  آن  مجموع   R ضریب  طور  همین  و  هستند.  و 
دنباله  از  نابرابر  ترم  سه  مجموع  صورت  به  که  دربر می گیرند  را 
⋯,ε،α,β,λ,σ هستند و ضریب S به صورت مجموع آن توان‌هایی 
 ε،α,β,λ,σ,⋯ از  نابرابر  ترم  x مرتب می شوند که مجموع ۴  از 
هستند. به عبارتی ضرایب سری توانی فوق از کنار هم قرار دادن 
نابرابر، سه جمله نابرابر،  توان های x به صورت مجموع دو جمله 

چهار جمله متفاوت از ⋯,ε،α,β,λ,σ به دست می آیند.

اویلر با نگاه کردن و توجه به آنچه که در کنار توان های z و x در 
بسط فوق ظاهر می شوند به نتایجی عمیقی دست می یابد.

اویلر آنچه را که کنار ⋯,Z ، Z2 ، Z3 ,Z4 ظاهر می شوند، به طور 
دقیق محاسبه و تحلیل می کند.

طریق  یک  به  تنها  که  هستند  ایکس  از  توان هایی  آن   ،Z1 کنار 
 ،Z2 کنار  و  می شوند.  داده  نمایش   ε،α,β,λ,σ,⋯ حروف  با 
از  نابرابر  جمله  دو  از  مجموعی  با  معادل   ،x از  یکسان  توان  هر 
متناظر   x یکسان  توان  هر   ،Z3 کنار  و  هستند.   ε،α,β,λ,σ,⋯
می باشد.   ε،α,β,λ,σ,⋯ از حروف  نابرابر  از سه ترم  با مجموعی 
و همین طور کنار Z4، هر توان یکسان x متناظر با مجموعی از 
چهار ترم نابرابر از حروف ⋯,ε،α,β,λ,σ هست. و کنار Z5، هر 
از حروف  نابرابر  ترم  پنج  با مجموع  x متناظر است  توان یکسان 

⋯,ε،α,β,λ,σ  قرار دارند. 

برای مثال در سری توانی فوق کنار Z11، هر توان یکسان x که 
  ،ε،α,β,λ,σ,⋯ ظاهر می شود با مجموعی از یازده جمله نابرابر از

معادل می شود )نتیجه ای غیر منتظره(.

اویلر می رسیم  توسط  بسیار عمیق و شگرف  نتیجه  این  به  اینک 
که اگر در مقدار Nxn ،Q مشاهده و پیدا شود بدین معناست n را 
بهN طریق مختلف می توان به صورت مجموع دو جمله نامساوی 
از ⋯,ε،α,β,λ,σ نوشت. و اگر در مقدار Nxn ،R مشاهده گردد 
به  که  مختلف  طریق   N به  می توان  را   n که  است  معنا  بدین 
نمایش   ε،α,β,λ,σ,⋯ حروف  از  نابرابر  ترم  سه  مجموع  صورت 
n را  مشاهده گردد بدین معناست که   Nxn ،S اگر در مقدار  داد. 

می توان به N طریق مختلف به صورت مجموع چهار ترم مختلف 
از ⋯,ε،α,β,λ,σ  نوشت. در فرمت بسط سری توانی حاصلضرب 
Nxn ظاهر  N ایی که در جمله  Zm، ضریب  نامتناهی فوق، کنار 
به  N طریق مختلف  به  را می توان   n معناست که  بدین  می شود 
صورت مجموع m ترم نامساوی ⋯,ε،α,β,λ,σ نمایش داد )یک 

نتیجه شگرف و دیدگاهی ویژه از اویلر(.

در ادامه برای اینکه این نتیجه عمیق را روشن تر ببینیم حاصلضرب 
نامتناهی زیر، بر گرفته از ]1[، را در نظر  می گیریم:  

اویلر این حاصل ضرب را به طور دقیق به صورت جبری بسط داد 
]1[ . از سری هایی که در باز کردن این حاصل ضرب نامتناهی فوق 
به دست می آیند، تعداد طرق مختلف را نتیجه  می گیرد که می توان 
یک عدد دلخواه را به صورت مجموع m ترم مختلف از اعداد یک، 
دو، سه، چهار، پنج و الی آخر نوشت. این امر با نگاه کردن به آنچه 
که کنار Zm ظاهر می شود نتیجه گرفته. در حقیقت به ضریب توان 
Zn توجه باید کرد. برای مثال در می یابیم که عدد سی و پنج را به 

چند طریق می توان به صورت مجموع هفت عدد متفاوت نوشت. 
در بسط فوق در وهله اول به آنچه که کنار Z7 ظاهر می شود نگاه 
پنج  و  توان سی  به   x کنار  آنچه که  به  دوم  در وهله  و  می کنیم 
شکل  پانزده  به  یعنی  است،  همین  سوال  جواب  می شود.  نمایان 
می توان عدد سی و پنج را با مجموع هفت عدد مختلف توصیف 
کردد )این نگاه و این نتیجه و متدولوژی اویلر حیرت انگیز، قابل 

تعمیم و بنیادین است(.

به  فوق  نامتناهی  حاصل ضرب  در   z=1 گرفتن  نظر  در  با  اویلر 
حاصلضرب زیر رسید ]1[:

باز کردن این حاصل ضرب به صورت مجموع و کنار هم قرار دادن 
توان های یکسان x و محاسبه ضرایب آنها، اویلر را به این نتیجه 
بالا،  در سری  شده  مشاهده   x از  خاصی  توان  که ضریب  رساند 
تعداد راه های مختلفی که می توان آن توان را بصورت مجموع های 

با ترم های مختلف ۱، ۲، ... مانند زیر ]1[ نوشت، بیان می کند.

,𝜀𝜀 ،  𝛼𝛼  ،⋯  حروف   با  ق یطر  ک یهستند که تنها به    کس یاز ا  یی آن توان ها  ،𝑧𝑧1کنار   𝛽𝛽, 𝜆𝜆, 𝜎𝜎  شوند.   یداده م   شینما

,𝜀𝜀 ، 𝛼𝛼 ،⋯  دو جمله نابرابر از   از یمعادل با مجموع ،𝑥𝑥از   کسانی، هر توان 𝑧𝑧2و کنار    𝛽𝛽,  𝜆𝜆,  𝜎𝜎  هستند. و کنار𝑧𝑧3 ،  

,𝜀𝜀  ،  𝛼𝛼  ،⋯  حروفاز    برابر نااز سه ترم    یمتناظر با مجموع  𝑥𝑥  کسانیهر توان    𝛽𝛽,  𝜆𝜆,  𝜎𝜎  طور کنار    نی باشد. و هم  ی م

𝑧𝑧4  کسان ی، هر توان  𝑥𝑥 حروف  از چهار ترم نابرابر از یمتناظر با مجموع   ⋯،  𝜀𝜀  ،  𝛼𝛼,  𝛽𝛽,  𝜆𝜆,  𝜎𝜎   هست. و کنار𝑧𝑧5    هر ،

,𝜀𝜀 ،  𝛼𝛼  ،⋯  حروفمتناظر است با مجموع پنج ترم نابرابر از  𝑥𝑥  کسانیتوان   𝛽𝛽,  𝜆𝜆,  𝜎𝜎 .قرار دارند  

  جمله نابرابر از   ازده یاز    یشود با مجموع  ی که ظاهر م  𝑥𝑥 کسانی، هر توان  𝑧𝑧11فوق کنار   یتوان   ی مثال در سر  یبرا

⋯،  𝜀𝜀 ،  𝛼𝛼,  𝛽𝛽,  𝜆𝜆,  𝜎𝜎 ،  ( منتظره  ریغ ی ا جهینت)  شود یم  معادل. 

شود    دایمشاهده و پ  Q  ،𝑁𝑁𝑥𝑥𝑛𝑛 اگر در مقدار    که  میرس ی م  لر یو شگرف توسط او  قیعم  اریبس  جه ی نت  نیبه ا  نکیا

,𝜀𝜀   ،  𝛼𝛼  ،⋯  از    ینامساو   جمله   دو   مجموع   صورت  به   توان   ی م  مختلف   قیطر   Nرا به  nمعناست    نیبد   𝛽𝛽,  𝜆𝜆,  𝜎𝜎 

مختلف که به صورت    ق یطر  Nبه    توانی را م  nمعنا است که    نیمشاهده گردد بد R  ، 𝑁𝑁𝑥𝑥𝑛𝑛 نوشت. و اگر در مقدار  

,𝜀𝜀  ،  𝛼𝛼  ،⋯    حروف  از  نابرابر   مجموع سه ترم  𝛽𝛽,  𝜆𝜆,  𝜎𝜎  داد. اگر در مقدار    شینماS   ،   𝑁𝑁𝑥𝑥𝑛𝑛 معناست   نیمشاهده گردد بد

,𝜀𝜀  ، 𝛼𝛼 ،⋯ از    مختلف  ترم  چهارمختلف به صورت مجموع   قیطر  Nبه    توانی را م nکه   𝛽𝛽,  𝜆𝜆,  𝜎𝜎    .در فرمت  نوشت

  نیبد شود    یم  ظاهر  𝑁𝑁𝑥𝑥𝑛𝑛 جمله که در    ییا  N  بی ، ضر𝑧𝑧𝑚𝑚   کنار  ، فوق  یحاصلضرب نامتناه  یتوان  یبسط سر

,𝜀𝜀   ،  𝛼𝛼  ،⋯    ی نامساو   ترم   mموع  مج   صورت   به   مختلف   ق یطر  N  به   توان ی م  را   𝑛𝑛  که   معناست  𝛽𝛽,  𝜆𝜆,  𝜎𝜎  داد    شینما

 . (لریاز او ژهیو یدگاه یشگرف و د جهینت کی )

  ی را در نظر م ،[1]بر گرفته از  ،ریز ینامتناهحاصلضرب   مینیرا روشن تر بب قیعم جهینت نیا نکهیا یدر ادامه برا

 :   میریگ

 (1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥)(1 + 𝑥𝑥2𝑧𝑧)(1 + 𝑥𝑥3𝑧𝑧)(1 + 𝑥𝑥4𝑧𝑧)(1 + 𝑥𝑥5𝑧𝑧)⋯ 

حاصل    این  کردن  باز  در   که  ییهای از سر  . [1] داد  بسط جبری  صورت    ه ب   قیطور دق ه بحاصل ضرب را    نیا  لریاو

  ه ب  را  دلخواه  عدد  کیتوان    یکه م  ردیگ  یم  جه ینتتعداد طرق مختلف را    ،ند یآی فوق به دست م  یضرب نامتناه

امر با نگاه کردن به آنچه که    ن یا.  نوشت  آخر  ی ال  و  پنج  ،چهار  ،سه  ، دو  ،کی  ترم مختلف از اعداد  𝑚𝑚صورت مجموع  

که    میابی  ی م  درمثال    یبرا .  کرد  د یتوجه با𝑥𝑥𝑛𝑛 توان    بیبه ضر  قتی در حق  .نتیجه گرفتهشود    یظاهر م  𝑧𝑧𝑚𝑚کنار  

در بسط فوق در وهله اول   .صورت مجموع هفت عدد متفاوت نوشت  ه ب  توان   ی م  قیپنج را به چند طر   و   یعدد س 

  ی م  انیو پنج نما  یبه توان س  𝑥𝑥و در وهله دوم به آنچه که کنار   م یکن  ی شود نگاه م ی ظاهر م 𝑧𝑧7به آنچه که کنار  

و پنج را با مجموع هفت عدد مختلف    یتوان عدد س   ی م  شکل  پانزده  به  یعنیاست،    نیهمجواب سوال    .شود

 .است( نیادیو بن م یقابل تعم  ،زیانگ  رتیح  لریاو  یمتدولوژ  و  جه ینت نیا و  نگاه  نیا)  کردد  فیتوص

𝑧𝑧با در نظر گرفتن   لر یاو  =  : [1]  د یرس  ریفوق به حاصلضرب ز یدر حاصل ضرب نامتناه 1

 (1 + 𝑥𝑥)(1 + 𝑥𝑥2)(1 + 𝑥𝑥3)(1 + 𝑥𝑥4)(1 + 𝑥𝑥5)⋯ 

  ،آنها بیو محاسبه ضرا 𝑥𝑥  کسانی یحاصل ضرب به صورت مجموع و کنار هم قرار دادن توان ها  نیباز کردن ا

  یکه م  ی مختلف یهاراه ، تعداد بالا ی مشاهده شده در سر 𝑥𝑥  از  یخاص توان  ب یکه ضر رساند  جه ی نت نیبه ا را  لریاو

 .کند   یم  انینوشت، ب [1]  ری ز مانند ،... ۲، ۱مختلف   یبا ترم ها  ی توان آن توان را بصورت مجموع ها

 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥4 + 3𝑥𝑥5 + 4𝑥𝑥6 + 5𝑥𝑥7 + 6𝑥𝑥8 +⋯ 

  که است معنا بدان  نیشش است و است،  ینامتناه یسر  کیدر بسط فوق که بصورت  𝑥𝑥8  بیمثال ضر یبرا

  شش، ،  پنج سه، ،  دو  ،  کیمتفاوت  یصورت مجموع ترم ها  ه توان ب  یم ممکن  قیطر  شش به را هشت عدد

 : داد  شینما هشت و  هفت

 8 = 7 + 1 = 6 + 2 = 3 + 5 = 1 + 2 + 5 = 1 + 3 + 4 

  در   را   ی نامتناه  حاصلضرب  آن   بردارد،  متفاوت   ی ها  ترم  با  را   ها   مجموع   نوشتن  شرط  نکه یا  ی برا  لر یدر ادامه او

  در .  کند ی م  نگاه  ینامتناه  م یتقس  کی  صورت  به  ینامتناه  حاصلضرب  آن  به گرید  عبارت  به.  دهد   یم  قرار  مخرج

  دست   هب   مقدار  و  دهد ی م قرار هم  کنار  ینامتناه  میتقس  نیا  در   را  𝑥𝑥  کسانی  یهاتوان  لریاو  هوشمندانه،  ترفند   نیا

است که آن توان را    ییهاق یدهنده تعداد طر  نشان   ،آن  ی نامتناه  م یتقس  بسط   در   𝑥𝑥  شده  ظاهر  یهاتوان   یبرا   آمده

حاصل    ی توان برو  یآنچه که در بالا صحبت شد را م  تمام  .کند   ی م  ان یب   ...  و  سه  ،دو،   کی صورت مجموع اعداد    هب

 . [1]  کرد اجرا  قیدق و  کاملبه طور   ر یز ی متناه نا م یتقس

که    میابی  ی م  درمثال    یبرا .  کرد  د یتوجه با𝑥𝑥𝑛𝑛 توان    بیبه ضر  قتی در حق  .نتیجه گرفتهشود    یظاهر م  𝑧𝑧𝑚𝑚کنار  

در بسط فوق در وهله اول   .صورت مجموع هفت عدد متفاوت نوشت  ه ب  توان   ی م  قیپنج را به چند طر   و   یعدد س 

  ی م  انیو پنج نما  یبه توان س  𝑥𝑥و در وهله دوم به آنچه که کنار   م یکن  ی شود نگاه م ی ظاهر م 𝑧𝑧7به آنچه که کنار  

و پنج را با مجموع هفت عدد مختلف    یتوان عدد س   ی م  شکل  پانزده  به  یعنیاست،    نیهمجواب سوال    .شود

 .است( نیادیو بن م یقابل تعم  ،زیانگ  رتیح  لریاو  یمتدولوژ  و  جه ینت نیا و  نگاه  نیا)  کردد  فیتوص

𝑧𝑧با در نظر گرفتن   لر یاو  =  : [1]  د یرس  ریفوق به حاصلضرب ز یدر حاصل ضرب نامتناه 1

 (1 + 𝑥𝑥)(1 + 𝑥𝑥2)(1 + 𝑥𝑥3)(1 + 𝑥𝑥4)(1 + 𝑥𝑥5)⋯ 

  ،آنها بیو محاسبه ضرا 𝑥𝑥  کسانی یحاصل ضرب به صورت مجموع و کنار هم قرار دادن توان ها  نیباز کردن ا

  یکه م  ی مختلف یهاراه ، تعداد بالا ی مشاهده شده در سر 𝑥𝑥  از  یخاص توان  ب یکه ضر رساند  جه ی نت نیبه ا را  لریاو

 .کند   یم  انینوشت، ب [1]  ری ز مانند ،... ۲، ۱مختلف   یبا ترم ها  ی توان آن توان را بصورت مجموع ها

 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥4 + 3𝑥𝑥5 + 4𝑥𝑥6 + 5𝑥𝑥7 + 6𝑥𝑥8 +⋯ 

  که است معنا بدان  نیشش است و است،  ینامتناه یسر  کیدر بسط فوق که بصورت  𝑥𝑥8  بیمثال ضر یبرا

  شش، ،  پنج سه، ،  دو  ،  کیمتفاوت  یصورت مجموع ترم ها  ه توان ب  یم ممکن  قیطر  شش به را هشت عدد

 : داد  شینما هشت و  هفت

 8 = 7 + 1 = 6 + 2 = 3 + 5 = 1 + 2 + 5 = 1 + 3 + 4 

  در   را   ی نامتناه  حاصلضرب  آن   بردارد،  متفاوت   ی ها  ترم  با  را   ها   مجموع   نوشتن  شرط  نکه یا  ی برا  لر یدر ادامه او

  در .  کند ی م  نگاه  ینامتناه  م یتقس  کی  صورت  به  ینامتناه  حاصلضرب  آن  به گرید  عبارت  به.  دهد   یم  قرار  مخرج

  دست   هب   مقدار  و  دهد ی م قرار هم  کنار  ینامتناه  میتقس  نیا  در   را  𝑥𝑥  کسانی  یهاتوان  لریاو  هوشمندانه،  ترفند   نیا

است که آن توان را    ییهاق یدهنده تعداد طر  نشان   ،آن  ی نامتناه  م یتقس  بسط   در   𝑥𝑥  شده  ظاهر  یهاتوان   یبرا   آمده

حاصل    ی توان برو  یآنچه که در بالا صحبت شد را م  تمام  .کند   ی م  ان یب   ...  و  سه  ،دو،   کی صورت مجموع اعداد    هب

 . [1]  کرد اجرا  قیدق و  کاملبه طور   ر یز ی متناه نا م یتقس

که    میابی  ی م  درمثال    یبرا .  کرد  د یتوجه با𝑥𝑥𝑛𝑛 توان    بیبه ضر  قتی در حق  .نتیجه گرفتهشود    یظاهر م  𝑧𝑧𝑚𝑚کنار  

در بسط فوق در وهله اول   .صورت مجموع هفت عدد متفاوت نوشت  ه ب  توان   ی م  قیپنج را به چند طر   و   یعدد س 

  ی م  انیو پنج نما  یبه توان س  𝑥𝑥و در وهله دوم به آنچه که کنار   م یکن  ی شود نگاه م ی ظاهر م 𝑧𝑧7به آنچه که کنار  

و پنج را با مجموع هفت عدد مختلف    یتوان عدد س   ی م  شکل  پانزده  به  یعنیاست،    نیهمجواب سوال    .شود

 .است( نیادیو بن م یقابل تعم  ،زیانگ  رتیح  لریاو  یمتدولوژ  و  جه ینت نیا و  نگاه  نیا)  کردد  فیتوص

𝑧𝑧با در نظر گرفتن   لر یاو  =  : [1]  د یرس  ریفوق به حاصلضرب ز یدر حاصل ضرب نامتناه 1

 (1 + 𝑥𝑥)(1 + 𝑥𝑥2)(1 + 𝑥𝑥3)(1 + 𝑥𝑥4)(1 + 𝑥𝑥5)⋯ 

  ،آنها بیو محاسبه ضرا 𝑥𝑥  کسانی یحاصل ضرب به صورت مجموع و کنار هم قرار دادن توان ها  نیباز کردن ا

  یکه م  ی مختلف یهاراه ، تعداد بالا ی مشاهده شده در سر 𝑥𝑥  از  یخاص توان  ب یکه ضر رساند  جه ی نت نیبه ا را  لریاو

 .کند   یم  انینوشت، ب [1]  ری ز مانند ،... ۲، ۱مختلف   یبا ترم ها  ی توان آن توان را بصورت مجموع ها

 1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥4 + 3𝑥𝑥5 + 4𝑥𝑥6 + 5𝑥𝑥7 + 6𝑥𝑥8 +⋯ 

  که است معنا بدان  نیشش است و است،  ینامتناه یسر  کیدر بسط فوق که بصورت  𝑥𝑥8  بیمثال ضر یبرا

  شش، ،  پنج سه، ،  دو  ،  کیمتفاوت  یصورت مجموع ترم ها  ه توان ب  یم ممکن  قیطر  شش به را هشت عدد

 : داد  شینما هشت و  هفت

 8 = 7 + 1 = 6 + 2 = 3 + 5 = 1 + 2 + 5 = 1 + 3 + 4 

  در   را   ی نامتناه  حاصلضرب  آن   بردارد،  متفاوت   ی ها  ترم  با  را   ها   مجموع   نوشتن  شرط  نکه یا  ی برا  لر یدر ادامه او

  در .  کند ی م  نگاه  ینامتناه  م یتقس  کی  صورت  به  ینامتناه  حاصلضرب  آن  به گرید  عبارت  به.  دهد   یم  قرار  مخرج

  دست   هب   مقدار  و  دهد ی م قرار هم  کنار  ینامتناه  میتقس  نیا  در   را  𝑥𝑥  کسانی  یهاتوان  لریاو  هوشمندانه،  ترفند   نیا

است که آن توان را    ییهاق یدهنده تعداد طر  نشان   ،آن  ی نامتناه  م یتقس  بسط   در   𝑥𝑥  شده  ظاهر  یهاتوان   یبرا   آمده

حاصل    ی توان برو  یآنچه که در بالا صحبت شد را م  تمام  .کند   ی م  ان یب   ...  و  سه  ،دو،   کی صورت مجموع اعداد    هب

 . [1]  کرد اجرا  قیدق و  کاملبه طور   ر یز ی متناه نا م یتقس

برای مثال ضریب x8 در بسط فوق که بصورت یک سری نامتناهی 
ست، شش است و این بدان معنا است که عدد هشت را به شش 
طریق ممکن می توان به صورت مجموع ترم های متفاوت یک، دو، 

سه، پنج، شش، هفت و هشت نمایش داد:
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ترم های  با  را  مجموع ها‌  نوشتن  شرط  اینکه  برای  اویلر  ادامه  در 
متفاوت بردارد، آن حاصلضرب نامتناهی را در مخرج قرار می دهد. 
به عبارت دیگر به آن حاصلضرب نامتناهی به صورت یک تقسیم 
توان های  اویلر  هوشمندانه،  ترفند  این  در  می کند.  نگاه  نامتناهی 
یکسان x را در این تقسیم نامتناهی کنار هم قرار می دهد و مقدار 
به دست آمده برای توان های ظاهر شده x در بسط تقسیم نامتناهی 
آن، نشان دهنده تعداد طریق هایی است که آن توان را به صورت 
مجموع اعداد یک ،دو، سه و ... بیان می کند. تمام آنچه که در بالا 
صحبت شد را می توان بروی حاصل تقسیم نا متناهی زیر به طور 

کامل و دقیق اجرا کرد ]1[.

بحثی حول مسأله اول 

در  شد  اشاره  که  طور  همان  مسأله  این  در  اویلر  اساسی  دیدگاه 
مختلط  بروی خط  توانی  به صورت سری های  توابع،  گرفتن  نظر 
و یا دایره مختلط است. در آن زمان و حتی در حال حاضر، توابع، 
از  جمله  چند  دو  )تقسیم  گویا  توابع  و  جمله ای  چند  صورت  به 
درجه های یکسان یا مختلف با ضرایب مختلط(، تابع های سینوسی، 
کوسینوسی، تانژانت و توابع ارک سینوس و ارک تانژانت و توابع 
نمایی و لگاریتمی در نظریه توابع و مطالعه توابع و رفتار آنها چه در 
حالت موضعی و چه در حالت سراسری نقش اساسی دارند. اینکه 
متغیرهای  تعداد  با  جمله ای  چند  یک  صورت  به  را  تابعی  بتوان 
متفاوت نوشت مفهوم جبری بودن آن تابع را می رساند. اگر بتوان 
چند  با  جمله ای  چند  یک  به صورت  موضعی  صورت  به  را  تابعی 
متغیر نشان داد بیانگر این است که این تابع موضعی-جبری است.  
تابعی را به طور موضعی به صورت سری های توانی و  بتوان  اگر 
نامتناهی نوشت همان مفهوم نوشتن بسط سری تیلور آن تابع حول 

یک نقطه )مخصوصا حول نقاط تکین( است.

اویلر در بررسی توابع جبری و یا توابعی که موضعا جبری هستند، 
دیدگاه اصلی اش این است که آن توابع به صورت سری های توانی 
و یا بسط حاصلضرب های نامتناهی با عامل های خطی درجه یک و 
یا درجه دو بروی دایره نمایش داده شوند و نیز بررسی ضرایب به 

دست آمده در آن مجموع های نامتناهی است. 

اویلر این توابع را به طور دقیق بروی خط مختلط و نیز دایره مختلط 
بررسی می کند و به نتایج بسیار شگرفی می رسد. وی در حالت ها‌ و 
نقطه های خاص بروی یک دایره مختلط ، مقادیر توابع ذکر شده را 

با دقت بسیار بالا محاسبه می کند.

نکته عمیق جالب توجه این است که مطالعه و نگاه به چنین توابعی 
در حسابان  نقطه  در همسایگی یک  توانی(  نمایش سری  )دارای 

مصداق های  و  هستند  اهمیت  حائز  بسیار  نیز  کنونی  پیشرفته 
ریاضی  بسیار مجرد  تعامل مفاهیم  معناداری در  بسیار مفهومی و 
با شاخه های علوم دیگر مانند فیزیک، زیست شناسی، کامپیوتر و 
پزشکی دارند )در بخش مربوط به هانری پوانکاره در همین مقاله 
دوباره به ارزش این موضوع که در تشکیل تصاویر قلبی و عروقی 

بهره گرفته می شود، اشاره می کنیم(. 

۲. مسأله دوم و نگاه لاگرانز به آن

سه جسم و نقاط تکین تابع پتانسیل لاگرانژ یا همان نقاط تعادل 
لاگرانژ

سه جرم M1 و M2 و m را در نظر بگیرید: جرم m بسیار نسبت 
میدان  مدارهای  در  )تداخلی  است  کوچک   M2 و   M1 اجرام  به 
جاذبه ی M1 و M2 با انتقال کوچک جرم m به وجود نمی آید(؛ و 
جرم m در مدار های جاذبه ی جرم M1 و M2 قرار  می گیرد. سوال 
M1 و   نقاط در میدان های جاذبه  m در کدام  این است که جرم 

M2 در حالت سکون و پایدار خواهد بود.

به عنوان مثال کره زمین و کره ماه را به عنوان دو جرم سنگین در 
نظر بگیرید و جرم سوم ماهواره ای باشد که قرار است در این نقاط 
تعادل قرار داده شود. آیزاک نیوتن مسأله بررسی و تعیین معادلات 
حرکت دو جرم بزرگ مثل کره زمین و خورشید را به طور دقیق 
انجام داد. در مسأله دو جسم، معادله حرکت مرکز جرم ها‌ و معادله 
هم  به  که  گرانش  نیروی  به  نسبت  جرم  دو  از  کدام  هر  حرکت 
وارد  می کنند بررسی می شوند. به عبارتی مسأله دو جسم را می توان 
چنین بیان کرد که حرکت هر کدام از این دو جرم تحت تاثیر میدان 
جاذبه مرکز جرم ها‌ چگونه است. در واقع مسأله دو جسم، به تعیین  
معادله حرکت جسمی که در مرکز جرم های دو جسم M1 و M2 با 
جرم )M2+M1(/)M2 M1( قرار دارد، کاهش می یابد. مسأله سه 
جسم نیز، بررسی معادله حرکت جرم m وقتی که در میدان جاذبه 
مرکز جرم دو جسم دیگر قرار  می گیرد، است. پس جرم m تحت 
تاثیر میدان گرانش دو جسم دیگر قرار  می گیرد. دو جسم با اجرام 
بزرگ M1 و M2 را در صفحه دستگاه مختصات XOY، بروی 
دستگاه  ای  زاویه  سرعت  نیز  و  می کنیم.  فرض  ساکن   X محور 
مختصات را حول مرکز جرم M1 و M2 در راستای محور Z، عدد 
ω در نظر  می گیریم. در اینجا باید معادله حرکت جرم m را در این 
داریم  که  را  مولفه هایی  همه  آوریم.  دست  به  مختصات  دستگاه 
 ،m یکبار دیگر با جزییات می نویسیم و باز بینی کنیم. جرم کوچک
 M1( با جرم( M2 و M1 مرکز جرم ،M2  و M1 جرم های بزرگ
M2+M1(/)M2 ((، مختصات M1 و M2 که بروی محور X ثابت 
فرض شدند )مرکز جرم، مسافت بین دو جسم M1 و M2 را به 
قسمت هایی تقسیم می کند که با اجرام M1 و M2 تناسب است( و 

سرعت زاویه ایی که مقدار آن امگا است، )شکل ۱(.

 1
(1−𝑥𝑥𝛼𝛼𝑧𝑧)(1−𝑥𝑥𝛽𝛽𝑧𝑧)(1−𝑥𝑥𝛾𝛾𝑧𝑧)(1−𝑥𝑥𝛿𝛿𝑧𝑧)(1−𝑥𝑥𝜖𝜖𝑧𝑧)⋯ 

  حول مسأله اول  یبحث

  ی برو  یتوان  یها یصورت سر هب  ،طور که اشاره شد در نظر گرفتن توابع همان مسأله نیا در لریاو یاساس  دگاهید

و توابع    ی صورت چند جمله ا  ه در حال حاضر، توابع ، ب  ی در آن زمان و حت .  است  مختلط   ره یدا  ایخط مختلط و  

  ، ینوس ی، کوس  ی نوس یس  ی(، تابع ها مختلط  ب یبا ضرا مختلف ای کسان ی یها  درجه از جمله چند  دو م یتقس)  ایگو

توابع و مطالعه توابع و رفتار آنها   ه ی در نظر  یتمیو لگار  ییو ارک تانژانت و توابع نما  نوس یتانژانت و توابع ارک س 

چند جمله   ک یصورت  ه ب را ی تابع بتوان  نکه ی ا . دارند  ینقش اساس  ی سراسرو چه در حالت  ی چه در حالت موضع

تابع    یمتفاوت نوشت مفهوم جبر   ی رهایبا تعداد متغ  یا بتوان تابعرساند   یرا م  بودن آن  اگر  ب  ی.  صورت    ه را 

اگر     .است  ی جبر-یموضع تابع    ن یا  کهاست    نیا  انگر ینشان داد ب  ر یبا چند متغ  ی اجمله  چند   ک یصورت  ه ب  ی موضع

  لور یت   ی نوشت همان مفهوم نوشتن بسط سر  ی و نامتناه ی توان  یهای به صورت سر   یطور موضع   هرا ب   یبتوان تابع

 .( استنیتکنقطه ) مخصوصا حول نقاط   ک یآن تابع حول 

  ه آن توابع ب  که   است  نیاش ا  یاصل  دگاهیهستند، د  یکه موضعا جبر   یتوابع  ایو    ی توابع جبر  یدر بررس   لریاو

  ی برو    دو  درجه   ای  و   کی  درجه  ی خط  یها  عامل   با  ینامتناه  یها  حاصلضرب  بسط   ا یو    ی توان  ی ها  ی صورت سر

   .است ینامتناه یها مجموع  آن در آمده  دست ه ب ب یضرا یبررس  ز ین  وداده شوند  شینما ره یدا

  ی م  یشگرف  اریبس  جیکند و به نتا  ی م  یمختلط بررس   رهی دا  زیخط مختلط و ن  ی برو  قی طور دق  هب   را  توابع  نیا  لریاو

بالا   اریتوابع ذکر شده را با دقت بس  ری مختلط ، مقاد  رهیدا  ک ی  یخاص برو  یدر حالت ها و نقطه ها  یورسد.  

 .کند   یمحاسبه م 

  ک ی   یگ یهمسا  در   ( یتوان  یسر  ش ینما  ی دارا)    یتوابع   نی چننگاه به    و است که مطالعه    نیجالب توجه ا  ق ینکته عم

  تعامل   در   ی معنادار  و  یمفهوم  ار یبس  یها  مصداق  و  هستند   تیاهم  حائز  اریبس  زین  یکنون  شرفتهیپ  حسابان  در  نقطه 

)در   د دارن  یپزشک و  وتریکامپ ،  یشناس  ستیز ،  کیزیف  مانند  گرید  علوم یها شاخه با  یاضیر مجرد  اریبس میمفاه
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  مولفه   گرید  و  یوا  و  کسی ا  صفحه  در  آن   مختصات  رحسبب   m  حرکت  معادله د یکن  ی طور که مشاهده م  همان

 . است( وتنی ن یثابت گرانش عموم  G)   شدند  ذکر  قبل  بند  در که  است ییها

  در   رو ین  ی مولفه ها  گرید   یعبارت  به   ای)  ؟  است  سکون  حالت  در  m  جرم  ،  ی وا  و  کسیا  صفحه   از  ینقاط  چه   در

  شه ید؟ رنشو  ی معادله فوق صفر م  دو  یس و وا کیا  از  یر یمقاد  چه  یبرا (.  بود  د نخواه  صفر  نقاط  نیا  درفرمول بالا  

 ؟   کدام اند     mمعادله حرکت جرم   یها

   دوممساله  حولبحث 

صفر    د ینقاط با  ن یدر ا  mوارد بر جرم    یرو ین  گر ید  یعبارت  بهصفر باشد.    د یمعادله حرکت فوق با  تعادل،   در نقاط

طور کامل    هب   ،نقاط   نیدر ا  mدر جرم    د یکند با  ی صدق م  ز یکه در معادله حرکت فوق ن  رویمقدار ن  نیباشد. ا

  ، مسج  سه   مساله   حل   یبرا باشد.    1نه ی فردر حالت    د ینقاط با  نیدر ا  ل یپتانس  یانرژ  گرید  ی به عبارت  ! شود  ره یذخ

نقاط اکسترمم تابع    ی، جستجو  د کن  فکر  رو ین  تابع   یها   شهیر  به  نکهیا  ی به جالاگرانژ    یبایخلاقانه و ز  دگاهید

   . بود لیپتانس یانرژ

  ل یپتانس  یانرژ   تابع(    نگولاریس   همان  ای  نهیتک  نقاط)    ینقاط بحران  ی، در بررس   ترفند ماهرانه و پر معنا لاگرانژ

 شوند.   ی فوق عوض م لی پتانس یانرژ تابع  2ن یژاکوب یها  علامت نقاط نیا در. است

  ی روین  زین   و𝑀𝑀2 و 𝑀𝑀1 ثقل  ی رویشده توسط ن  رهیذخ  لیپتانس  ی ها  یبر حسب انرژ   ،  mجرم   لیپتانس  یتابع انرژ 

  ی وا  و   کس یا  صفحه   در   ر یکپلر( به صورت ز  دوم )قانون    mجرم    ی برو   𝑀𝑀2 و  𝑀𝑀1 جانب مرکز توسط مرکز جرم  

 : شود یم  زیفرمولا

   

 𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = −( 𝑀𝑀1𝐺𝐺

[𝑥𝑥−𝑥𝑥1)2+𝑦𝑦2
1
2
) − ( 𝑀𝑀2𝐺𝐺

[𝑥𝑥−𝑥𝑥2)2+𝑦𝑦2
1
2
) − ((𝑀𝑀1 +𝑀𝑀2)𝐺𝐺(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)/𝑎𝑎3)  

 

 
1 Extremum 
2 Jacobian 

بروی محور مختصات   M2 و   M1 در شکل شماتیک فوق اجرام 
 ω در حالت سکون هستند و دستگاه مختصات با سرعت زاویه ایی
حول محور زی عمود بر این دستگاه در حال حرکت است. مرکز 

جرم M1 و M2 در با جرم در مبدا مختصات قرار دارد. و جرم های 
M1 و M2 با جرم            در مبدا مختصات قرار دارد. و جرم های 
M1 و M2 را بروی محور ایکس ها در نقاط زیر در نظر می گیریم:

که a فاصله بین اجرام M1 و M2 است. مولفه های نیرو، در معادله 
جاذبه  قانون  براساس  بالا،  مختصات  صفحه  در   m جرم  حرکت 

همان طور که مشاهده می کنید معادله حرکت m برحسب مختصات 
آن در صفحه ایکس و وای و دیگر مولفه هایی است که در بند قبل 

ذکر شدند )G ثابت گرانش عمومی نیوتن است(.
m در حالت سکون  ایکس و وای، جرم  از صفحه  نقاطی  در چه 
است؟ )یا به عبارتی دیگر مولفه های نیرو در فرمول بالا در این نقاط 
صفر خواهند بود(. برای چه مقادیری از ایکس و وای دو معادله فوق 

صفر می شوند؟ ریشه های معادله حرکت جرم m کدام اند؟ 

بحث حول مساله دوم 

در نقاط تعادل، معادله حرکت فوق باید صفر باشد. به عبارتی دیگر 
نیروی وارد بر جرم m در این نقاط باید صفر باشد. این مقدار نیرو 
که در معادله حرکت فوق نیز صدق می‌کند باید در جرم m در این 

 𝑀𝑀1 و 𝑀𝑀2  با جرم (𝑀𝑀1𝑀𝑀2
𝑀𝑀1+𝑀𝑀2

دو    ن یمسافت ب  ، ثابت فرض شدند )مرکز جرم  𝑋𝑋محور   ی که برو𝑀𝑀2 و 𝑀𝑀1 مختصات (،    

مقدار    که   ییا  ه ی سرعت زاوو    (است  متناسب𝑀𝑀2 و  𝑀𝑀1 اجرام    با  کند که ی م   میتقس  ییبه قسمت ها  را𝑀𝑀2 و  𝑀𝑀1 جسم  

 (. ۱)شکل   است، امگاآن 

 
 . کم جرم  با کوچک جسم  کی  و  ادیز ی ها جرم با بزرگ  جسم  دو: ۱ شکل

 

محور مختصات در حالت سکون هستند و دستگاه مختصات با سرعت    ی برو𝑀𝑀2 و  𝑀𝑀1 فوق اجرام    ک یشکل شمات  در

𝑀𝑀1𝑀𝑀2با جرم   در𝑀𝑀2 و 𝑀𝑀1 دستگاه در حال حرکت است. مرکز جرم   نیعمود بر ا  ی حول محور ز  𝜔𝜔 ییا  ه یزاو
𝑀𝑀1+𝑀𝑀2

در    

 : میر یگ یم  نظر  در  ر یز نقاط  در  ها کسیا محور ی برو را𝑀𝑀2 و  𝑀𝑀1   ی مبدا مختصات قرار دارد. و جرم ها

 −𝜇𝜇 = 𝑥𝑥1 = −( 𝑀𝑀2
𝑀𝑀1+𝑀𝑀2

) 𝑎𝑎 

 1 − 𝜇𝜇 = 𝑥𝑥2 = ( 𝑀𝑀1
𝑀𝑀1+𝑀𝑀2

) 𝑎𝑎 

 براساس  بالا،  در صفحه مختصات  mمعادله حرکت جرم  در    رو، ین  یها  مولفه  .است𝑀𝑀2 و  𝑀𝑀1 اجرام    نیفاصله ب  𝑎𝑎  که

   از:   ند ا عبارتجانب به مرکز   ی رویو ن وتنیقانون دوم ن  ،وتنین یعموم  جاذبه قانون

 𝑥𝑥¨ = −( 𝑀𝑀1𝐺𝐺(𝑥𝑥−𝑥𝑥1)

[𝑥𝑥−𝑥𝑥1)2+𝑦𝑦2
3
2
) − ( 𝑀𝑀2𝐺𝐺(𝑥𝑥−𝑥𝑥2)

[𝑥𝑥−𝑥𝑥2)2+𝑦𝑦2
3
2
) + ((𝑀𝑀1 +𝑀𝑀2)𝐺𝐺𝐺𝐺/𝑎𝑎3) +  2𝜔𝜔𝑦̇𝑦 

 𝑦𝑦¨ = −( 𝑀𝑀1𝐺𝐺(𝑥𝑥−𝑥𝑥1)

[𝑥𝑥−𝑥𝑥1)2+𝑦𝑦2
3
2
) − ( 𝑀𝑀2𝐺𝐺(𝑥𝑥−𝑥𝑥2)

[𝑥𝑥−𝑥𝑥2)2+𝑦𝑦2
3
2
) + ((𝑀𝑀1 +𝑀𝑀2)𝐺𝐺𝐺𝐺/𝑎𝑎3) +  2𝜔𝜔𝑥̇𝑥 

 𝑀𝑀1 و 𝑀𝑀2  با جرم (𝑀𝑀1𝑀𝑀2
𝑀𝑀1+𝑀𝑀2

دو    ن یمسافت ب  ، ثابت فرض شدند )مرکز جرم  𝑋𝑋محور   ی که برو𝑀𝑀2 و 𝑀𝑀1 مختصات (،    

مقدار    که   ییا  ه ی سرعت زاوو    (است  متناسب𝑀𝑀2 و  𝑀𝑀1 اجرام    با  کند که ی م   میتقس  ییبه قسمت ها  را𝑀𝑀2 و  𝑀𝑀1 جسم  

 (. ۱)شکل   است، امگاآن 

 
 . کم جرم  با کوچک جسم  کی  و  ادیز ی ها جرم با بزرگ  جسم  دو: ۱ شکل

 

محور مختصات در حالت سکون هستند و دستگاه مختصات با سرعت    ی برو𝑀𝑀2 و  𝑀𝑀1 فوق اجرام    ک یشکل شمات  در

𝑀𝑀1𝑀𝑀2با جرم   در𝑀𝑀2 و 𝑀𝑀1 دستگاه در حال حرکت است. مرکز جرم   نیعمود بر ا  ی حول محور ز  𝜔𝜔 ییا  ه یزاو
𝑀𝑀1+𝑀𝑀2

در    

 : میر یگ یم  نظر  در  ر یز نقاط  در  ها کسیا محور ی برو را𝑀𝑀2 و  𝑀𝑀1   ی مبدا مختصات قرار دارد. و جرم ها

 −𝜇𝜇 = 𝑥𝑥1 = −( 𝑀𝑀2
𝑀𝑀1+𝑀𝑀2

) 𝑎𝑎 

 1 − 𝜇𝜇 = 𝑥𝑥2 = ( 𝑀𝑀1
𝑀𝑀1+𝑀𝑀2

) 𝑎𝑎 

 براساس  بالا،  در صفحه مختصات  mمعادله حرکت جرم  در    رو، ین  یها  مولفه  .است𝑀𝑀2 و  𝑀𝑀1 اجرام    نیفاصله ب  𝑎𝑎  که

   از:   ند ا عبارتجانب به مرکز   ی رویو ن وتنیقانون دوم ن  ،وتنین یعموم  جاذبه قانون

 𝑥𝑥¨ = −( 𝑀𝑀1𝐺𝐺(𝑥𝑥−𝑥𝑥1)

[𝑥𝑥−𝑥𝑥1)2+𝑦𝑦2
3
2
) − ( 𝑀𝑀2𝐺𝐺(𝑥𝑥−𝑥𝑥2)

[𝑥𝑥−𝑥𝑥2)2+𝑦𝑦2
3
2
) + ((𝑀𝑀1 +𝑀𝑀2)𝐺𝐺𝐺𝐺/𝑎𝑎3) +  2𝜔𝜔𝑦̇𝑦 

 𝑦𝑦¨ = −( 𝑀𝑀1𝐺𝐺(𝑥𝑥−𝑥𝑥1)

[𝑥𝑥−𝑥𝑥1)2+𝑦𝑦2
3
2
) − ( 𝑀𝑀2𝐺𝐺(𝑥𝑥−𝑥𝑥2)

[𝑥𝑥−𝑥𝑥2)2+𝑦𝑦2
3
2
) + ((𝑀𝑀1 +𝑀𝑀2)𝐺𝐺𝐺𝐺/𝑎𝑎3) +  2𝜔𝜔𝑥̇𝑥 

عمومی نیوتن، قانون دوم نیوتن و نیروی جانب به مرکز عبارت اند 
از: 

نقاط، به طور کامل ذخیره شود! به عبارتی دیگر انرژی پتانسیل در 
برای حل مساله سه جسم،  باشد.  قرینه1  باید در حالت  نقاط  این 
تابع  اینکه به ریشه های  دیدگاه خلاقانه و زیبای لاگرانژ به جای 

نیرو فکر کند، جستجوی نقاط اکسترمم تابع انرژی پتانسیل بود. 

)نقاط  بحرانی  نقاط  بررسی  در  لاگرانژ،  پرمعنا  و  ماهرانه  ترفند 
تکینه یا همان سینگولار( تابع انرژی پتانسیل است. در این نقاط 

علامت های ژاکوبین2 تابع انرژی پتانسیل فوق عوض می شوند. 
تابع انرژی پتانسیل جرم m، بر حسب انرژی های پتانسیل ذخیره 
شده توسط نیروی ثقل M1 و M2 و نیز نیروی جانب مرکز توسط 
مرکز جرم M1 و M2 بروی جرم m )قانون دوم کپلر( به صورت 

زیر در صفحه ایکس و وای فرمولایز می شود:

M1M2
M1+M2

شکل 1. دو جسم بزرگ با جرم های زیاد و یک جسم کوچک با جرم کم.

1. Extremum
2. Jacobian
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دیدگاه لاگرانژ برای به دست آوردن نقاط تعادل جرم m، بررسی 
نقاط بحرانی یا سینگولار تابع انرژی پتانسیل است. وی مشتقات 
برابر  را  آن ها  و  می کند  محاسبه  رو  پتانسیل  انرژی  تابع  جزیی 
صفر قرار می دهد. لاگرانژ ریشه های مشتقات جزیی تابع پتانسیل 
هستند  تا  پنج  نقاط  این  تعداد  می کند.  محاسبه  دقیق  طور  به  را 
سه  مسأله  در  لاگرانژ  نگاه  مشهورند.  لاگرانژ  تعادل  نقاط  به  که 
تا  سه  است.  نقاط  این  حول  پتانسیل  انرژی  بروی سطوح  جسم، 

زینی  نقاط  که  قرار می گیرند  ایکس  بروی محور  نقاط لاگرانژ  از 
به  نقاط،  این  حول  پتانسیل  تابع  سطوح  و  هستند  پتانسیل  تابع 
از خط  بیرون  دیگر لاگرانژ  نقطه  دو  می آیند.  در  هذلولی  صورت 
محور ایکس، نقاط ماکزیمم و مینیمم موضعی تابع پتانسیل هستند 
و سطوح تابع پتانسیل حول این نقاط، بیضی وار هستند. به شکل 
تابع پتاسیل حول نقاط تعادل لاگرانژ توجه  2 و منحنی های تراز 

کنید، ]2[ و ]3[.

بحثی کوتاه در مورد گسترش دیدگاه لاگرانژ در مسأله سه جسم
توجه به نقاط تکین1 تابع پتانسیل: نقاطی که مشتقات جزیی 
تابع پتانسیل لاگرانژ در آنجا تغییر علامت می دهند و میدان برداری 
پتانسیلی حول این نقاط، در حال انقباض یا انبساط هستند، که همان 
خواص نقاط بحرانی را دارند. بررسی رفتار این میدان برداری حول 
نقاط تکین آن، مفهوم عمیق تاب خوردن، پیچیدن و تغییر جهت 
مهم  نکته های  دیدگاه لاگرانژ  این  معرفی می کنند.  ریاضی  در  را 
تغییر علامت مشتقات  آشکار می کند. مفهوم  را  و عمیقا مرتبطی 
جزیی یک تابع حول نقاط که همان، تغییر علامت ژاکوبین آن تابع 
در آن نقاط است. توجه کنید که چنین تغییر علامتی دقیقا برای 

نقاط تکین معنا دارد. 

معرفی درجه یک میدان برداری به عنوان یک شاخص توپولوژیک 
و ارتباط آن با شاخص اویلر

برای یک تابع هموار، تغییر علامت تنها برای نقاط تکین معنا دارد 
و به صورت مجموع علامت های دترمینان ماتریس ژاکوبی تابع )یا 

همان ژاکوبین تابع( به صورت زیر تعریف می‌شود. 

 R3 به )R3 از فضای( Ω از ناحیه ی باز f فرض کنید تابع هموار
 p در نقاط فایبر f باشد که تابع R3 نقطه ای در فضای p باشد و
سینگولاریتی داشته باشد. درجه تابع در نقطه p بصورت زیر تعریف 

می شود:

  ن یا  ی برا  لیپتانس  هم   ی ترازها.  هستند   لاگرانژ   لیپتانس  تابع   ی موضع  اکسترمم   نقاط   عنوان   ه ب  𝐿𝐿5و    𝐿𝐿4لاگرانژ  

 .اند  شده  داده  نشان شکل در  ز ین نقاط

 

 رانژ در مسأله سه جسمگلا دگاه ید گسترش کوتاه در مورد   یبحث

  ی علامت م  ر ییتغ  آنجادر    لاگرانژ  لیتابع پتانس  یی که مشتقات جز  ینقاط  :لیتابع پتانس  1ن یتکتوجه به نقاط  

  ی همان خواص نقاط بحران که   ،انبساط هستند  ای انقباض حال در  ، نقاط ن یا حول یلیپتانس ی بردار دانیم  و دهند 

جهت    ر ییو تغ  دنیچ یپ  ،تاب خوردن  ق یآن، مفهوم عم  ن یتکحول نقاط    یبردار   دانی م  نیارفتار    ی بررس را دارند.  

  ر ییوم تغمفه. کند یم آشکار را ی مرتبط قایعم و  مهم  یها نکته   لاگرانژ دگاه ید نیا  کنند.  یم  یمعرف یاضیرا در ر

  توجه   .آن تابع در آن نقاط است  نیعلامت ژاکوب   رییتغ  ، همانکه  تابع حول نقاط    کی  یی علامت مشتقات جز

   .دارد  معنا نیتکنقاط   یبرا  قای دق ی علامت ریی تغ ن یکه چن د یکن

 لر یو ارتباط آن با شاخص او ک یتوپولوژ شاخص ک یعنوان  هب  یبردار دان یم ک یدرجه  ی معرف

برا  ر ییتغ  ، هموار  تابع   کی   یبرا تنها  ب  ن یتکنقاط    ی علامت  و  دارد  ها  صورته معنا    نان یدترم  یمجموع علامت 

   .شود یم  فیتعر  ر یز صورت  هب  ( تابع ن یژاکوبهمان  ای) تابع   یژاکوب سیماتر

  fباشد که تابع   ℝ3  یفضا   در  ینقطه ا   pو    باشد ℝ3   به  (ℝ3  ی فضا  از )  𝛺𝛺باز    ی   هیناح  از   fتابع هموار    د یکن  فرض 

 شود:  یم  ف یتعر ر یبصورت ز pداشته باشد. درجه تابع در نقطه  یت ینگولاریس  p   بر یدر نقاط فا

 degree(𝑓𝑓)𝑝𝑝 = ∑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓−1(𝑝𝑝) sgn(Jacbian(𝑓𝑓)𝑥𝑥) 

  ی م ف یتعر  نیعلامت ژاکوب راتییتغ صورت  ه ب   p نیتک   ریمقاد   یبرا  𝑓𝑓درجه تابع    شود،ی م مشاهده  که طور  همان

 :شودی م  فی تعر 𝑓𝑓  نیتک ر یتمام مقاد ی برا درجه  نیامجموع   صورته ب 𝑓𝑓تابع   شاخصشود. 

 index(𝑓𝑓) = ∑ 𝑝𝑝 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣

degree(𝑓𝑓)𝑝𝑝 

 
1 Singular Points 

  ن یا  ی برا  لیپتانس  هم   ی ترازها.  هستند   لاگرانژ   لیپتانس  تابع   ی موضع  اکسترمم   نقاط   عنوان   ه ب  𝐿𝐿5و    𝐿𝐿4لاگرانژ  

 .اند  شده  داده  نشان شکل در  ز ین نقاط

 

 رانژ در مسأله سه جسمگلا دگاه ید گسترش کوتاه در مورد   یبحث

  ی علامت م  ر ییتغ  آنجادر    لاگرانژ  لیتابع پتانس  یی که مشتقات جز  ینقاط  :لیتابع پتانس  1ن یتکتوجه به نقاط  

  ی همان خواص نقاط بحران که   ،انبساط هستند  ای انقباض حال در  ، نقاط ن یا حول یلیپتانس ی بردار دانیم  و دهند 

جهت    ر ییو تغ  دنیچ یپ  ،تاب خوردن  ق یآن، مفهوم عم  ن یتکحول نقاط    یبردار   دانی م  نیارفتار    ی بررس را دارند.  

  ر ییوم تغمفه. کند یم آشکار را ی مرتبط قایعم و  مهم  یها نکته   لاگرانژ دگاه ید نیا  کنند.  یم  یمعرف یاضیرا در ر

  توجه   .آن تابع در آن نقاط است  نیعلامت ژاکوب   رییتغ  ، همانکه  تابع حول نقاط    کی  یی علامت مشتقات جز

   .دارد  معنا نیتکنقاط   یبرا  قای دق ی علامت ریی تغ ن یکه چن د یکن

 لر یو ارتباط آن با شاخص او ک یتوپولوژ شاخص ک یعنوان  هب  یبردار دان یم ک یدرجه  ی معرف

برا  ر ییتغ  ، هموار  تابع   کی   یبرا تنها  ب  ن یتکنقاط    ی علامت  و  دارد  ها  صورته معنا    نان یدترم  یمجموع علامت 

   .شود یم  فیتعر  ر یز صورت  هب  ( تابع ن یژاکوبهمان  ای) تابع   یژاکوب سیماتر

  fباشد که تابع   ℝ3  یفضا   در  ینقطه ا   pو    باشد ℝ3   به  (ℝ3  ی فضا  از )  𝛺𝛺باز    ی   هیناح  از   fتابع هموار    د یکن  فرض 

 شود:  یم  ف یتعر ر یبصورت ز pداشته باشد. درجه تابع در نقطه  یت ینگولاریس  p   بر یدر نقاط فا

 degree(𝑓𝑓)𝑝𝑝 = ∑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑓𝑓−1(𝑝𝑝) sgn(Jacbian(𝑓𝑓)𝑥𝑥) 

  ی م ف یتعر  نیعلامت ژاکوب راتییتغ صورت  ه ب   p نیتک   ریمقاد   یبرا  𝑓𝑓درجه تابع    شود،ی م مشاهده  که طور  همان

 :شودی م  فی تعر 𝑓𝑓  نیتک ر یتمام مقاد ی برا درجه  نیامجموع   صورته ب 𝑓𝑓تابع   شاخصشود. 

 index(𝑓𝑓) = ∑ 𝑝𝑝 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣

degree(𝑓𝑓)𝑝𝑝 

 
1 Singular Points 

  p برای مقادیر تکین f همان طور که مشاهده می شود، درجه تابع
تابع  به صورت تغییرات علامت ژاکوبین تعریف می شود. شاخص 
تعریف   f تکین  مقادیر  تمام  برای  درجه  این  مجموع  به صورت   f

می شود:

شکل ۲: نقاط لاگرانژ L2 ، L1 و L3 بر روی خطی قرار  می گیرند که جرم های M1 و M2 را به هم وصل 
 می کنند و نقاط زینی تابع پتانسیل )P(x.y هستند. به ترازهای هم پتانسیل حول این نقاط توجه کنید. نقاط 
دیگر لاگرانژ L4 و L5 به عنوان نقاط اکسترمم موضعی تابع پتانسیل لاگرانژ هستند. ترازهای هم پتانسیل 

برای این نقاط نیز در شکل نشان داده شده اند.

برای مثال تابعی را بروی کره S2 در نظر بگیرید که به هر نقطه 
بروی کره یک بردار مماس در همان نقطه تصویر می کند. شاخص 
اویلر برای کره  این میدان برداری مماس بر کره، همان شاخص 
می شود که مقدار آن 2 است. چون شاخص این تابع برابر 2 است، 
در مجموع بالا در تعریف شاخص یک جمله باید ناصفر باشد و این 
1. Singular Points
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بدان معنا است که این تابع حداقل دارای یک مقدار تکین است. 
یعنی هر میدان برداری مماس بروی S2 حتما یک جا صفر می شود. 
به  را   S2 کره  بروی  مماس  بردارهای  نمی توان  دیگر،  عبارت  به 
صورت پیوسته حرکت داد، یا میدان برداری هموار مماس همه جا 
ناصفر بر S2 وجود ندارد. این قضیه ایی از هانری پوانکاره است. 
به عنوان مثالی دیگر در حوزه پزشکی، میدان برداری نیرو را برای 
عضله داخلی بطن چپ در یک سیکل قلبی در نظر بگیرید، درجه 
به محور  نسبت  آن  تاب خوردن  و  پیچ  تعداد  برداری،  میدان  این 
اصلی قلب است )محور اصلی قلب، خطی است که سر قلب1 را به 

وسط دریچه میترال متصل می کند، شکل ۳.

حضور اویلر، لاگرانژ و ژاکوبی در این مفاهیم مشهود است. تعاملی 
البته بسیاری از افکار  که افکار آنها با هم دارند قابل توجه است. 
این  در  پوانکاره  و  بارو، کوشی  آیزاک  ،نیوتن،  کپلر  بزرگانی چون 

مفاهیم بنیادین و نیز مدرن دیده می شوند.

معادله تابع پتانسیل جرم m که در بالا صریحا آورده شد گویای 
عمق همین مطالب است. در هر ترم در معادله پتانسیل فوق، هم نام 
این بزرگان دیده می شود و هم گویای مفاهیم حائز اهمیتی هستند 
که سال های سال، کوشش و تراوشات هوش بشری و ارتباطات این 
دیدگاه های بی نظیر را نشان می دهند. از گذشته تاکنون، ارتباطات 
هندسی، جبری، آنالیز مدرن، اصول، تعریف ها و قضیه های اساسی 
و بنیادی، وحدتی در عین کثرت را نشان می دهند. دل هر ذره را که 
بشکافی آفتابیش در میان بینی2. آیا لاگرانژ قبل از محاسبه نقاط 
تعادل و بررسی آنها چطور از وجود نقاط تعادل در مساله سه جسم 

آگاه بود؟

یک منحنی بیضوی شکل را به طور جبری انتگرال پذیر گویند، به 
شرطی که مساحت ناحیۀ اشتراک آن با یک خط را بتوان به صورت 
یک چند جمله ای ناصفر براساس پارامترهای آن خط نمایش داد. 
خم های  پذیری  انتگرال  »جبری  بررسی  حین  در  نیوتن  آیزاک 
هموار بیضوی شکل« به نتیجه فوق العاده ای که زیر می آید دست 

پیدا کرد.

خم های  پذیری  انتگرال  جبری  بطور  باب  در  نیوتن  از  قضیه ای 
هموار بیضوی شکل

هر خم هموار بیضوی شکل که به طور جبری انتگرال پذیر باشد 
حتما دارای نقطه ایی تکین است. به عبارت دیگر، خم های هموار 
بیضوی شکل، به طور جبری انتگرال پذیر نیستند ]4[. به عنوان 
مثال، طبق قانون دوم کپلر یک سیاره در منظومه شمسی در یک 
مدار بیضی شکل3 حرکت می کند که مساحت ناحیه ایی که توسط 
بردار شعاعی این سیاره جارو می شود متناسب با زمان است. نیوتن 
معادله حرکت کپلر4، بیانگر موقعیت یک نقطه )سیاره(، را به عنوان 
تابعی غیر  این  از زمان بررسی می کند و نشان می دهد که  تابعی 
جبری است که معادله مسیر حرکت آن را نمی توان از راه جبری 
بیان کرد. نیوتن از این مثال به حالت کلی قضیه فوق می رسد و این 
مطلب واقعا شگفت انگیز و کاملا غیر بدیهی5 به دست می آورد، 
مفهوم  فوریه،  سری های  پرمحتوای  و  عمیق  مفاهیم   .]5[ و   ]4[
شاخص یک میدان برداری، توابع بسل و همچنین مباحثی اصولی 
و بنیادین در نظریه توابع مختلط، همگی مطابق آنچه در اینجا بیان 

شد از معادله کپلر سرچشمه می گیرند.

در ادامه، ایده های ناب و اصلی آیزاک نیوتن در اثبات قضیه فوق 
را شرح می دهیم. نقطه ایی را داخل سطح محصور شده توسط خم 
این خم هموار جبری- اگر  بگیرید.  نظر  در  بیضوی شکل  هموار 
انتگرال پذیر باشد، با توجه به شکل ۴، باید بتوان ناحیه مورد نظر 
بر  ناصفر  چندجمله ای  یک  به صورت  را  بیضوی شکل  خم  داخل 
حسب tan t نوشت. با حرکت مداوم بروی این خم، در هر بار دور 
این  به عبارتی دیگر  پیدا می کند.  ناحیه، مقدار جدیدی  این  زدن، 
ناحیه، بی نهایت مقدار جدید را در هر دور به خود می گیرد بنابراین 
چندجمله ای فوق در صورت وجود باید بی نهایت ریشه داشته باشد، 
در صورتی که یک چندجمله ای ناصفر تعداد ریشه هایش بیشتر از 
درجه آن نیست. در نتیجه ناحیه نشان داده شده در شکل جبری 
نیست و همین طور ثابت شد که یک خم هموار بیضی شکل نیز به 

طوری جبری انتگرال پذیر نخواهد بود.

شکل 3. تصویری شماتیک از نحوه بررسی پیچ خوردن سر قلب 
حول محور بطن چپ قلب است.

1. Heart Apex
2. هاتف اصفهانی، دیوان اشعار، ترجیع بند - که یکی هست و هیچ نیست جز او

3. Ellipse orbit
4. معادله کپلر به فرم x ε sin x=t است. در زمان نیوتن x یعنی جواب این معادله بصورت سری های توانی با شعاع همگرایی ε مورد مطالعه و بررسی قرار می گرفتند کوشی بررسی های 

عمیقی در آنالیز مختلط درباره این ثابت عجیب انجام داده است.
5. ارتباط جبری انتگرال پذیری با نقاط تکینی
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صفحه  در   m جرم  لاگرانژ  پتانسیل  انرژی  تابع  معادله  بالعکس، 
تابع  تراز  سطوح  زیرا  است،  پذیر  انتگرال  جبری  طور  به   XOY
انرژی پتانسیل لاگرانژ هموار و پیوسته می باشند و خم های جبری 
انتگرال پذیرند. درنتیجه، بنابر قضیه فوق از نیوتن، این تابع پتانسیل 
لاگرانژ باید دارای تکینگی باشد. لاگرانژ با توجه به بررسی سطوح 
تراز تابع انرژی پتانسیل، شکل، و آگاهی از این قضیه نیوتن از وجود 

چنین نقاط تعادلی کاملا با خبر بوده.

۳. نگاشت برشی و دیدگاه پوانکاره

گسسته سازی، فروکاهی دینامیک و محاسبات 

خمینه های همواری را پشت سر هم، با مشخصه یک شکل هندسی 
دینامیک در یک سیکل زمانی، در نظر بگیرید. اولین خمینه، تصویر 
نام گذاری  پوانکاره  اولیه شیئ هندسی متحرک ماست که مقطع 

 x مانند  بگیرید  نظر  در  پوانکاره  مقطع  روی  را  نقطه ای  می شود. 
کنید.  ردیابی  در یک سیکل،  دیگر  در خمینه های  را  نقطه  این  و 
نقطه ایی  به  از خمینه های دیگر دوباره  با گذر  نقطه  این  انتها،  در 
این  می نامیم.   p(x( را  نقطه  این  می رسد؛  پوانکاره  مقطع  بروی 
همان نگاشت پوانکاره است. به دست آوردن خم های ایجاد شده 
نگاشت  پوانکاره، ضابطه  در مقطع  نقطه  برای هر  ردیابی،  این  از 
اهمیت  می دهد.  دست  به  دینامیکی  سیستم  آن  برای  را  پوانکاره 
بررسی نگاشت پوانکاره برای یک سیستم در حالت حرکت در یک 
دوره تناوب مشخص، این است که برای دنبال کردن هر نقطه از 
مقطع پوانکاره، تنها نباید تصویر )سایه( حرکات این نقاط را بروی 
صفحه های عمود بر هم نگاه کنیم، زیرا در صورت تاخیر در حرکت، 
از یک خمینه به خمینه دیگر ممکن است سایه های ایجاد شده در 
از  باشند و اطلاعات چندانی  بالا  با آشفتگی  آن صفحات دکارتی 

نحوه و معادله حرکت نقاط، در بر نداشته باشند )شکل ۵(. 

شکل 4. ناحیه قرمز رنگ که توسط نقطه ای داخل منحنی مسیر 
معادله کپلر جاروب می شود، به طور جبری انتگرال پذیر نیست.

شکل 5. خمینه های پشت سر هم و مقطع پوانکاره )سمت چپ تصویر(، مسیر طی شده توسط یک نقطه در مقطع پوانکاره )سمت 
راست(. منحنی های به دست آمده از نقشه پوانکاره علاوه بر ساخت ضابطه پوانکاره در مطالعه هندسه شیئ متحرکی که از کنار هم قرار 

دادن خمینه های پشت سر هم ظاهر می شود، اهمیت دارند.
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4. نگاشت پوانکاره و تصاویر قلبی و عروقی

سازی  تصویر  برای  ریاضیات  و  مکانیک  کل  و  پوانکاره  نگاشت 
دینامیک قلب

قلب انسان به عنوان یک شیئ سه بعدی در حال تپش و حرکت 
پیوسته در یک سیکل مشخص است. سیستم های تصویر برداری 
متفاوتی برای نشان دادن تصاویر قلبی و حرکت آن در حین انبساط 
و انقباض قلب، مانند: سیستم های اکوکاردیوگرافی و ام آر آی وجود 
دارند. در این مقاله، قلب، به عنوان یک سیستم دینامیکی، توسط 
تصاویری که براساس امواج التراسوند )فراصوتی( ساخته می شوند، 
در نظر گرفته می شود. اولین تصویری که از قلب مشاهد می شود 

مقطع پوانکاره ماست. 

گام های هفت گانه: گام به گام با نگاشت پوانکاره برای بازسازی 
کامل حرکت قلب، نقطه به نقطه

1.4. گام اول

امواج فراصوتی با فرکانس f0 به ناحیه ایی از بخش عضلانی داخلی 
بطن چپ فرستاده )پراکنده( می شوند. امواج با برخورد به آن ناحیه 
ریاضی دانی  داپلر  می گردنند.  باز   fDop فرکانس  با  و  تتا  زاویه  با 
فرانسوی، سرعت آن ناحیه را پس از بازگشت امواج التراسوند بصورت 

فرمول زیر محاسبه می کند:

fDop فرکانس امواج بازگشتی و f0 فرکانس موج پراکنده شده و 
θ زاویه بین امواج رفت و برگشتی است. با تغییر تتا )تغییر زاویه 
بازگشتی امواج( و سرعت محاسبه شده توسط معادله داپلر، برای هر 
نقطه از بطن چپ در یک سیکل قلبی، سری های توانی )بسط های 
فوریه( سرعت هر نقطه بطن چپ به دست می آیند )شکل ۶( که منجر 
به ساخت تصاویر اولیه )اوریجینال( بطن چپ قلب می شوند )شکل ۷(

شکل 6. امواج سینوسی و کوسینوسی با فرکانس های متفاوت نشان دهنده حرکت بروی دایره واحد و چند بار چرخیدن به دور آن 
)سمت چپ تصویر(، و مجموع این امواج با یک سری توانی یا همان بسط فوریه مورد نظر )سمت راست(.

 اول گام . ۴.۱

  امواج .  شوند   می(  پراکنده)  فرستاده  چپ  بطن  داخلی  عضلانی   بخش  از  ایی   ناحیه  به  𝑓𝑓0  فرکانس  با  صوتی  فرا  امواج 

  ناحیه  آن  سرعت ،فرانسوی  دانی  ریاضی داپلر. گردنند  می باز 𝑓𝑓𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷  فرکانس با و  تتا زاویه با ناحیه آن  به برخورد با

 : کند  می  محاسبه زیر  فرمول  بصورت التراسوند  امواج بازگشت از پس را

 𝑣𝑣 = (2𝑓𝑓𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝑐𝑐𝑓𝑓0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
) 

𝑓𝑓𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷  و   ی بازگشت  امواج   فرکانس  𝑓𝑓0  و  شده   پراکنده  موج   فرکانس  𝜃𝜃   تغییر  با   .است    یبرگشت   و   رفت   امواج   ن یب  ه یزاو  

  یک  در   چپ  بطن  از  نقطه   هر   برای   داپلر،   معادله   توسط   شده  محاسبه   سرعت  و (    امواج  بازگشتی   زاویه   تغییر)  تتا

  منجر   که  (۶  شکل)  آیند   می  دست  هب   چپ  بطن  نقطه  هر  سرعت(  فوریه  های  بسط )  توانی   های   سری  قلبی،  سیکل

 (. ۷ شکل) شوند  می  قلب  چپ بطن ( اوریجینال) اولیه تصاویر ساخت به

 

یک  به سمت  ارسال موجی فراصوتی  از  نمایی شماتیک  در شکل ۷، 
فاز  سه  در  نقطه  همان  کردن  دنبال  و  بازگشتی  امواج   ،)A( نقطه 
مختلف، معادل با ترکیب موجی سینوسی و کوسینوسی با سه فرکانس 
متفاوت )B( نشان داده شده است. در نظر گرفتن مقادیر امواج سینوسی 
و کوسینوسی با فرکانس های متفاوت برای ساخت ترم های سری 

فوریه برای نقطه مورد نظر )C و D نیز نشان داده شده است. سپس 
موج فوریه نقطه مورد نظر )E(، نمودار سرعت-زمان نقطه مورد نظر 
با استفاده از نقشه به دست آمده از موج فوریه نقطه مورد نظر )F و
G(، ردیابی و جابه‌جایی نقطه مورد نظر با انتگرال گیری سرعت به 

دست آمده از موج فوریه آن )H و I( نشان داده شده است.
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۴.۲. گام دوم

با  می آیند.  دست  به  زمان  طول  در  نقطه  هر  سرعت  منحنی های 
زمان،  در  نقطه  هر  میزان سرعت  و  سرعت  منحنی های  این  به  توجه 
می آیند.  بدست  نقاط  )استرین2(  شکل1  تغییر  و  جابه جایی  میزان 
نمودار های جابه جایی نقاط توسط انتگرال گیری منحنی های سرعت 

با   زمان،  در  نقاط  کشیدگی  یا  دفورماسیون  میزان  می آیند.  به دست 
انتگرال گیری از میزان سرعت افزایش و کاهش این جابجایی ها )معروف 
به جابه جایی های لاگرانژ( در طول زمان به دست می آیند )شکل ۸(. 

شکل 7. خمینه های پشت سر هم و مقطع پوانکاره )سمت چپ تصویر(، مسیر طی شده توسط یک نقطه در مقطع پوانکاره 
)سمت راست(. منحنی های به دست آمده از نقشه پوانکاره علاوه بر ساخت ضابطه پوانکاره در مطالعه هندسه شیئ متحرکی که از 

کنار هم قرار دادن خمینه های پشت سر هم ظاهر می شود، اهمیت دارند.

اگر   ،]t1,t0[ زمانی  بازه  یک  در  نقطه ای  استرین  محاسبه  برای 
و  باشد   V1 داپلر  فرمول  براساس   t0 زمان  در  نقطه  آن  سرعت 
V1 سرعت همان نقطه در زمان t1 و جابه جایی این نقطه در این 

انتگرال گیری کسر اختلاف  با  باشد )شکل هشتم(   L بازه زمانی 
سرعت )در زمان های مختلف( بر میزان جابجایی، به مفهوم استرین 

می رسیم:

1. Deformation
2. Strain: a force tending to pull or stretch something to an extreme or damaging degree.

  کردن   دنبال  و  بازگشتی  امواج   ،(  A)  نقطه   یک  سمت  به   فراصوتی  موجی  ارسال  از  شماتیک  نمایی  ،۷  شکل  در

  شان   ( B)  متفاوت  فرکانس  سه   با   کوسینوسی   و  سینوسی  موجی   ترکیب  با   معادل   ،مختلف  فاز   سه   در   نقطه   همان

  های   ترم  ساخت  برای  متفاوت  های  فرکانس  با  کوسینوسی  و  سینوسی  امواج  مقادیر  نگرفت   نظر  در  .است  شده  داده

  نمودار   ، (E)  نظر   مورد  نقطه  فوریه   موج  سپس.  است  شده  داده نشان  نیز  D  و C)  نظر  مورد   نقطه  برای  فوریه  سری

  جابه   و   ردیابی   ، (Gو   F)  نظر  مورد   نقطه   فوریه   موج   از   آمده  دست   ه ب   نقشه   از   استفاده   با  نظر   مورد   نقطه   زمان-سرعت

 . است شده داده  نشان (I  و  H) آن  فوریه  موج از  آمده دست ه ب  سرعت گیری انتگرال با نظر  مورد   نقطه جایی

 دوم  گام. ۴.۲

  سرعت   میزان   و   سرعت   های  منحنی  این   به   توجه   با.  آیند   می   دست   ه ب   زمان  طول   در   نقطه   هر  سرعت  های   منحنی 

  نقاط   جاییجابه   هاینمودار   . آیند   می  بدست  نقاط   (2استرین)  1شکل   تغییر  و  جاییجابه   میزان   ،   زمان   در  نقطه   هر

  با   ،زمان  در  نقاط  کشیدگی  یا  دفورماسیون   میزان.  یند آمی   دستبه   سرعت  هایمنحنی   گیری انتگرال  توسط 

  زمان  طول  در  (لاگرانژ های جاییجابه  به معروف ) هاجابجایی این کاهش  و افزایش سرعت  میزان از  گیریانتگرال

   (. ۸ شکل)  آیند  می  دست  به

,𝑡𝑡0]  زمانی  بازه  یک  در  ای  نقطه   3استرین   محاسبه  برای 𝑡𝑡1]،  زمان   در   نقطه   آن   سرعت  اگر  𝑡𝑡0     داپلر   فرمول  براساس  

𝑉𝑉0   و  باشد 𝑉𝑉1    زمان  در   نقطه   همان  سرعت 𝑡𝑡1   یزمان  بازه   ن یا  در نقطه  ن یا  ییجا  جابه  و  L   (  هشتم  شکل)  باشد  

 : میرس  یم  نیاستر مفهوم  به ،ییجابجا زان یم بر  (مختلف  یها زمان  در ) سرعت اختلاف  کسر  یر یگ انتگرال با

 1

0
Strain

t

t

V dt
L

 
=  

 
1 Deformation 
2 Strain: a force tending to pull or stretch something to an extreme or damaging degree. 
3  
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3.4. گام سوم

معادله نیرو هر نقطه براساس شتاب کلی و شتاب موضعی آن نقطه 
فرمول بندی و محاسبه می شوند. شتاب کلی، میزان تغییرات سرعت 

شکل 8. یک تصویر اکوکاریوگرافی از بطن چپ قلب، نقطه ای از دیواره بین 
بطنی در دو فاز مختلف

شکل 9. انقباض یک نقطه اناتومیکال بروی عضله داخلی بطن چپ قلب و میدان برداری نیرو بروی آن )از چپ به راست(. 
این نیرو بر حسب حرکت و دفورماسیون در زمان و در راستای گرادیان بردار سرعت است.

دست آمده از معادلات لاگرانژین بررسی و محاسبه می گردد و به 
صورت حاصلضرب زیر در نظر گرفته می شود:

5.4. گام پنجم

دست  به  سرعت  لاپلاسین  ویژه  بردارهای  توسط  که  جریانی 
و محاسبه  این جریان  فوریه  بسط  بررسی  و   می آیند )شکل 10(، 

دقیق ضرایب آن از رابطه زیر:

در زمان است و شتاب موضعی میزان تغییرات سرعت در جهت های 
X ،Y و Z مشتق مولفه های سرعت در جهات مختلف است )شکل9(.

به  را  بازگشتی  امواج  از  آمده  به دست  معادله حرکت  فوریه  بسط 
صورت حاصلضرب نامتناهی زیر به طور دقیق بررسی می کنیم:

۴.۴. گام چهارم

منحنی های مسیرهای حرکتی نقاط، براساس معادلات لاگرانژین. 
بروی  نقطه،  یک  توسط  آمده  دست  به  خم  لاگرانژ  اصل  طبق 
مسیری است که آن نقطه کم ترین انرژی را حین حرکت مصرف 
کند. نقاط تکین تابع انتگرال لاگرانژی، همین منحنی ها هستند که 
با حل معادلات لاگرانژی به دست  می آیند. بسط فوریه منحنی به 

  از) آن  بروی  نیرو برداری میدان  و  قلب  چپ بطن داخلی  عضله  بروی  اناتومیکال نقطه  یک  انقباض : 9 شکل

 . است سرعت بردار  گرادیان راستای در  و  زمان  در دفورماسیون  و  حرکت حسب بر  نیرو این(. راست  به چپ

 

  دقیق   طور  هب   زیر  نامتنای  حاصلضرب  صورت  هب  را  بازگشتی  امواج  از  مدهآ  دست  ه ب   حرکت  معادله  فوریه  بسط 

 : کنیم می  بررسی

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝑅𝑅𝑅𝑅 = (1 + 𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)… 

 چهارم  گام. ۴.۴

  یک   توسط   مدهآ   دست  هب  خم   لاگرانژ  اصل  طبق.  لاگرانژین  معادلات  براساس   ،نقاط  حرکتی  مسیرهای  های  منحنی

  انتگرال   تابع  تکین  نقاط .    کند   مصرف  حرکت   حین  را   انرژی   کمترین  نقطه   آن  که  است  مسیری   بروی   ،نقطه 

  دست  هب   منحنی  فوریه  بسط  .آیند   می  دست  هب  لاگرانژی  معادلات  حل  با  که  هستند   ها  منحنی  همین  ،لاگرانژی

 : شود می  گرفته  نظر در   زیر حاصلضرب  صورت به  و  گرددمی  محاسبه  و  بررسی لاگرانژین معادلات از  آمده

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = (1 + 𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)… 

 پنجم گام. ۴.۵

  جریان   این  فوریه  بسط   بررسی  و  ،(10  شکل)  یند آ  می  دست  به  سرعت  لاپلاسین  ویژه  بردارهای  توسط   که  جریانی 

 : زیر رابطه  از  آن  ضرایب دقیق  محاسبه و

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = (1 + 𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝑧𝑧)… 

  از) آن  بروی  نیرو برداری میدان  و  قلب  چپ بطن داخلی  عضله  بروی  اناتومیکال نقطه  یک  انقباض : 9 شکل

 . است سرعت بردار  گرادیان راستای در  و  زمان  در دفورماسیون  و  حرکت حسب بر  نیرو این(. راست  به چپ

 

  دقیق   طور  هب   زیر  نامتنای  حاصلضرب  صورت  هب  را  بازگشتی  امواج  از  مدهآ  دست  ه ب   حرکت  معادله  فوریه  بسط 

 : کنیم می  بررسی

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝑅𝑅𝑅𝑅 = (1 + 𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)… 

 چهارم  گام. ۴.۴

  یک   توسط   مدهآ   دست  هب  خم   لاگرانژ  اصل  طبق.  لاگرانژین  معادلات  براساس   ،نقاط  حرکتی  مسیرهای  های  منحنی

  انتگرال   تابع  تکین  نقاط .    کند   مصرف  حرکت   حین  را   انرژی   کمترین  نقطه   آن  که  است  مسیری   بروی   ،نقطه 

  دست  هب   منحنی  فوریه  بسط  .آیند   می  دست  هب  لاگرانژی  معادلات  حل  با  که  هستند   ها  منحنی  همین  ،لاگرانژی

 : شود می  گرفته  نظر در   زیر حاصلضرب  صورت به  و  گرددمی  محاسبه  و  بررسی لاگرانژین معادلات از  آمده

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = (1 + 𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)… 

 پنجم گام. ۴.۵

  جریان   این  فوریه  بسط   بررسی  و  ،(10  شکل)  یند آ  می  دست  به  سرعت  لاپلاسین  ویژه  بردارهای  توسط   که  جریانی 

 : زیر رابطه  از  آن  ضرایب دقیق  محاسبه و

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = (1 + 𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝑧𝑧)… 

  از) آن  بروی  نیرو برداری میدان  و  قلب  چپ بطن داخلی  عضله  بروی  اناتومیکال نقطه  یک  انقباض : 9 شکل

 . است سرعت بردار  گرادیان راستای در  و  زمان  در دفورماسیون  و  حرکت حسب بر  نیرو این(. راست  به چپ

 

  دقیق   طور  هب   زیر  نامتنای  حاصلضرب  صورت  هب  را  بازگشتی  امواج  از  مدهآ  دست  ه ب   حرکت  معادله  فوریه  بسط 

 : کنیم می  بررسی

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝑅𝑅𝑅𝑅 = (1 + 𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)… 

 چهارم  گام. ۴.۴

  یک   توسط   مدهآ   دست  هب  خم   لاگرانژ  اصل  طبق.  لاگرانژین  معادلات  براساس   ،نقاط  حرکتی  مسیرهای  های  منحنی

  انتگرال   تابع  تکین  نقاط .    کند   مصرف  حرکت   حین  را   انرژی   کمترین  نقطه   آن  که  است  مسیری   بروی   ،نقطه 

  دست  هب   منحنی  فوریه  بسط  .آیند   می  دست  هب  لاگرانژی  معادلات  حل  با  که  هستند   ها  منحنی  همین  ،لاگرانژی

 : شود می  گرفته  نظر در   زیر حاصلضرب  صورت به  و  گرددمی  محاسبه  و  بررسی لاگرانژین معادلات از  آمده

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = (1 + 𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)… 

 پنجم گام. ۴.۵

  جریان   این  فوریه  بسط   بررسی  و  ،(10  شکل)  یند آ  می  دست  به  سرعت  لاپلاسین  ویژه  بردارهای  توسط   که  جریانی 

 : زیر رابطه  از  آن  ضرایب دقیق  محاسبه و

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = (1 + 𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝑧𝑧)… 
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  خمیدگی  که  سرعت برداری میدان  گرادیان  ژاکوبین ویژه  مقادیر  توسط  آمده  دست  ه ب جریان :  ۱۱ی شکل

 .کنند   می  بیان را  سرعت بردارهای

 هفتم گام. ۴.۷

 نگاشت  ضابطه   و   گیریم   می  نظر   در   را   قبل  های   گام   از  مدهآ  دست  به   های   منحنی   تعامل   از   حاصل  فوریه   بسط 

 . ۱۲ شکل ،کنیممی  تحلیل  و  بررسی  دقیق  طور  هب  زیر  رابطه متناهینا حاصلضرب صورت به را پوانکاره

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀�(1 + 𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)… (1 + 𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)… (1 +

𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)… (1 + 𝐴𝐴𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)… 

 
 .سرعت برداری  میدان لاپلاسین ویژه   مقادیر توسط  آمده دست ه ب  جریان:  10 شکل

 ششم گام. ۴.۶

  این   فوریه  بسط   بررسی(.  11شکل)  آیند   می  دست  به  سرعت   گرادیان  ژاکوبین  ویژه  بردارهای   توسط   که  جریانی

 : زیر رابطه   از   آن ضرایب دقیق محاسبه  و  جریان

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝐽𝐽𝐽𝐽 = (1 + 𝐴𝐴𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)… 

 
 .سرعت برداری  میدان لاپلاسین ویژه   مقادیر توسط  آمده دست ه ب  جریان:  10 شکل

 ششم گام. ۴.۶

  این   فوریه  بسط   بررسی(.  11شکل)  آیند   می  دست  به  سرعت   گرادیان  ژاکوبین  ویژه  بردارهای   توسط   که  جریانی

 : زیر رابطه   از   آن ضرایب دقیق محاسبه  و  جریان

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝐽𝐽𝐽𝐽 = (1 + 𝐴𝐴𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)… 

شکل 10. جریان به دست آمده توسط مقادیر ویژه لاپلاسین میدان برداری سرعت.

شکل 11. جریان به دست آمده توسط مقادیر ویژه ژاکوبین گرادیان میدان برداری سرعت که خمیدگی بردارهای سرعت 
را بیان  می کنند.

6.4. گام ششم

جریانی که توسط بردارهای ویژه ژاکوبین گرادیان سرعت به دست 
 می آیند )شکل11(. بررسی بسط فوریه این جریان و محاسبه دقیق 

ضرایب آن از رابطه زیر:
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  خمیدگی  که  سرعت برداری میدان  گرادیان  ژاکوبین ویژه  مقادیر  توسط  آمده  دست  ه ب جریان :  ۱۱ی شکل

 .کنند   می  بیان را  سرعت بردارهای

 هفتم گام. ۴.۷

 نگاشت  ضابطه   و   گیریم   می  نظر   در   را   قبل  های   گام   از  مدهآ  دست  به   های   منحنی   تعامل   از   حاصل  فوریه   بسط 

 . ۱۲ شکل ،کنیممی  تحلیل  و  بررسی  دقیق  طور  هب  زیر  رابطه متناهینا حاصلضرب صورت به را پوانکاره

 𝐹𝐹𝐶𝐶𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀�(1 + 𝐴𝐴𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑟𝑟𝑟𝑟𝑧𝑧)… (1 + 𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)… (1 +

𝐴𝐴𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧)… (1 + 𝐴𝐴𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)(1 + 𝐵𝐵𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)(1 + 𝐶𝐶𝐽𝐽𝐽𝐽𝑧𝑧)… 

شکل 12. نگاشت پوانکاره بروی نقطه ای از دیواره بین بطنی قلب. منحنی مورد نظر از سری فوریه به دست آمده در گام هفتم: حرکت از نقطه ای 
در دیواره سپتوم بین بطنی شروع شده، در ناحیه آپیکال قلب حرکتی چرخشی می کند و به سمت دیواره آزاد بطن چپ به حرکت خود ادامه می دهد.

7.4. گام هفتم

بسط فوریه حاصل از تعامل منحنی های به دست آمده از گام های 
به صورت  را  پوانکاره  نگاشت  نظر  می گیریم و ضابطه  را در  قبل 

۸.۴. کوهمولوژی

اینک به بررسی فضای میدان های برداری با کرل صفر و زیر فضای 
پتانسل پذیر آنها بروی نواحی خاصی در صفحه مختصات 3-بعدی 
آمده می پردازیم.  به دست  دکارتی و مطالعه فضای خارج قسمت 

تحلیل  و  بررسی  دقیق  طور  به  زیر  رابطه  نا متناهی  حاصلضرب 
می کنیم، شکل ۱۲.

 
  دست   ه ب  فوریه  سری  از  نظر  مورد  منحنی.  قلب  بطنی  بین  دیواره  از  ای  نقطه   بروی  پوانکاره  نگاشت:    ۱۲  شکل

  حرکتی   قلب  آپیکال  ناحیه   در   شده،   شروع   بطنی   بین  سپتوم   دیواره   در   ای   نقطه   از   حرکت:  هفتم  گام   در   آمده 

 .دهد   می ادامه خود  حرکت به چپ بطن  آزاد  دیواره   سمت به و  کند   می چرخشی

 

 کوهمولوژی . ۸.۴

  صفحه   در   خاصی  نواحی   بروی  نهاآ  پذیر   پتانسل  فضای  زیر  و   صفر   کرل  با  برداری  های  میدان  فضای  بررسی   به   اینک

  میدان   فضای   V  کنیم   فرض  .پردازیممی   مدهآ  دست  هب  قسمت  خارج   فضای   مطالعه  و   دکارتی   بعدی-3  مختصات

 . باشند   ℝ3\𝑋𝑋  ی برو ر یپذ  لیپتاس  توابع ی فضا ریز   W و  ℝ3\𝑋𝑋  بعدی-سه  خمینه  بروی صفر  کرل   با برداری های

 𝑉𝑉 = {𝐹𝐹 = ℝ3\𝑋𝑋 → ℝ3 ; 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝐹𝐹 = 𝛻𝛻 × 𝐹𝐹 = 0} 
 𝑊𝑊 = {𝐹𝐹 = ℝ3\𝑋𝑋 → ℝ3 ; 𝐹𝐹 = 𝛻𝛻. 𝑔𝑔 for some smooth real valued function on ℝ3\𝑋𝑋} 

  ی بررس   مقاله   نیا  در   ما  یاصل  هدف  ادمه  در.  است  V  یردار ب   یفضا  ریز   کی  W  که  داد  نشان  توان  یم  یراحت  به

  دان یم ک ی توسط  شده  انجام  کار  که   میدانی م. است آن  ه یپا ی اعضا ی معرف و  است 𝑉𝑉/𝑊𝑊  ی قسمت خارج  ی فضا بعد 

  ، یردار ب   دانیم  آن  توسط  لوپ   هر  ی رو ن آ شده  انجام  کار  ی عبارت به  ای ندارد  ی بستگ  ر یمس  به ر یپذ  پتانسل ی ردارب 

 
  دست   ه ب  فوریه  سری  از  نظر  مورد  منحنی.  قلب  بطنی  بین  دیواره  از  ای  نقطه   بروی  پوانکاره  نگاشت:    ۱۲  شکل

  حرکتی   قلب  آپیکال  ناحیه   در   شده،   شروع   بطنی   بین  سپتوم   دیواره   در   ای   نقطه   از   حرکت:  هفتم  گام   در   آمده 

 .دهد   می ادامه خود  حرکت به چپ بطن  آزاد  دیواره   سمت به و  کند   می چرخشی

 

 کوهمولوژی . ۸.۴

  صفحه   در   خاصی  نواحی   بروی  نهاآ  پذیر   پتانسل  فضای  زیر  و   صفر   کرل  با  برداری  های  میدان  فضای  بررسی   به   اینک

  میدان   فضای   V  کنیم   فرض  .پردازیممی   مدهآ  دست  هب  قسمت  خارج   فضای   مطالعه  و   دکارتی   بعدی-3  مختصات

 . باشند   ℝ3\𝑋𝑋  ی برو ر یپذ  لیپتاس  توابع ی فضا ریز   W و  ℝ3\𝑋𝑋  بعدی-سه  خمینه  بروی صفر  کرل   با برداری های

 𝑉𝑉 = {𝐹𝐹 = ℝ3\𝑋𝑋 → ℝ3 ; 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝐹𝐹 = 𝛻𝛻 × 𝐹𝐹 = 0} 
 𝑊𝑊 = {𝐹𝐹 = ℝ3\𝑋𝑋 → ℝ3 ; 𝐹𝐹 = 𝛻𝛻. 𝑔𝑔 for some smooth real valued function on ℝ3\𝑋𝑋} 

  ی بررس   مقاله   نیا  در   ما  یاصل  هدف  ادمه  در.  است  V  یردار ب   یفضا  ریز   کی  W  که  داد  نشان  توان  یم  یراحت  به

  دان یم ک ی توسط  شده  انجام  کار  که   میدانی م. است آن  ه یپا ی اعضا ی معرف و  است 𝑉𝑉/𝑊𝑊  ی قسمت خارج  ی فضا بعد 

  ، یردار ب   دانیم  آن  توسط  لوپ   هر  ی رو ن آ شده  انجام  کار  ی عبارت به  ای ندارد  ی بستگ  ر یمس  به ر یپذ  پتانسل ی ردارب 

فرض کنیم V فضای میدان های برداری با کرل صفر بروی خمینه 
 X\R3 زیر فضای توابع پتاسیل پذیر بروی W و X\R3 سه-بعدی

باشند.

 V بُرُداری  فضای  زیر  یک   W که  داد  نشان  می توان  راحتی  به 
است. در ادامه هدف اصلی ما در این مقاله بررسی بعد فضای خارج 
قسمتی V/W است و معرفی اعضای پایه آن است. می دانیم که 
مسیر  به  پذیر  پتانسل  بُرُداری  میدان  یک  توسط  شده  انجام  کار 
بستگی ندارد یا به عبارتی کار انجام شده آن روی هر لوپ توسط 
نشان  پذیری(.  پتانسیل  )تعریف  است  صفر  بُرُداری،  میدان  آن 
خواهیم داد که فضای خارج قسمتی V/W کاملا وابسته به X در 
خمینه X\R3  است. اگر X تهی باشد بنا بر قضیه استوکس فضای 
خارج قسمتی V بروی W صفر-بعدی خواهد بود. این فضای خارج 
قسمتی را در برخی از مثال های خاص بررسی می کنیم. فرض کنیم 

X محور حقیقی Z باشد. 

میدان برداری F0 را بر روی خمینه مورد نظر با رابطه زیر تعریف 
می کنیم:

  در   X  به  وابسته  کاملا    𝑉𝑉/𝑊𝑊  یقسمت  خارج   یفضا  که  داد   م یخواه  نشان(.  یزیپذ   لیپتانس  فیتعر)  است  صفر

  خواهد  ی بعد -صفر  W  ی برو V ی قسمت  خارج یفضا  1استوکس  ه ی قض  بر  بنا باشد  یته  X اگر . است   ℝ3\𝑋𝑋  نهیخم

  𝑍𝑍  ی قیحق   محور   X  میکن  فرض .  می کن  ی م  ی بررس   خاص  یها  مثال   از   یبرخ  در  را  ی قسمت  خارج   ی فضا  ن یا.  بود

 . باشد 

  𝑋𝑋0 = {(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧); 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 0} 

 : میکن  ی م فیتعر  ریز رابطه  با نظر  مورد   نهیخم ی ور  بر را 𝐹𝐹0  یبردار  دانیم

 𝐹𝐹0 = ( −𝑦𝑦
𝑥𝑥2+𝑦𝑦2 ,  

𝑥𝑥
𝑥𝑥2+𝑦𝑦2 , 0) ;   

  ستین  ریپذ   لیپتانس  یردارب   دانیم  کی   یول  است  صفر  فوق  یردار ب   دانیم  کرل  که  داد  نشان  توان  یم  یبراحت

 .است2𝜋𝜋   آن  مقدار  و  ناصفر Y و 𝑋𝑋  صفحه  در  واحد  ره یدا  یبرو  نآ  توسط   شدن انجام کار  چون

  ی و ر  بر   ن آ   توسط   شده   انجام  کار   و   صفر   ن آ  کرل   که   باشد   فوق   نه یخم  ی برو  ی ردارب    دان یم  ک ی  𝐹𝐹  د یکن   فرض   حال

  ز ین  ( ساعت  یها   عقربه   خلاف  جهت  در   چه  ساعت  یها  عقربه   جهت   در   چه )  ی وا  و  کسیا  صفحه   در   واحد   ره یدا

  که  داد میخواه  نشان  نی همچن.  است  ریپذ   لیپتانس  𝐹𝐹  ی ردار ب   دان یم  ،صورت   نیا  در که  م یخواه  نشان.  است  صفر

 .  است شده ی معرف نهیخم ی برو هموار تابع  ک ی انیگراد صورت  ه ب 𝐹𝐹  یردار ب  دانیم

 کی  را  𝑥𝑥0:  الف:  میساز  یم  صورت  نیبد   شده  ساخته  ℝ3  از  را  𝑧𝑧  محور  برداشتن  با  که  فوق  نهیخم  یبرو   را  g  تابع

   .میر یگ یم  نظر  در  ثابت  نهیخم نیا در 𝑧𝑧  محور   از خارج  دلخواه نقطه 

 .  می کن ی م ف یتعر  ریز صورت به نه یخم نیا ی برو را g  مقدار ی قیحق هموار تابع : ب

  فوق   نه یخم  داخل   هموار  ر یمس  ک ی   𝑃𝑃𝑥𝑥  ر یمس  د یکن  فرض   و   د یریبگ   نظر   در   نه یخم  نیا   ی برو   را   x  دلخواه   نقطه :  ۱ب

 .باشد  𝑥𝑥  به 𝑥𝑥0  از

 
1  

  در   X  به  وابسته  کاملا    𝑉𝑉/𝑊𝑊  یقسمت  خارج   یفضا  که  داد   م یخواه  نشان(.  یزیپذ   لیپتانس  فیتعر)  است  صفر

  خواهد  ی بعد -صفر  W  ی برو V ی قسمت  خارج یفضا  1استوکس  ه ی قض  بر  بنا باشد  یته  X اگر . است   ℝ3\𝑋𝑋  نهیخم

  𝑍𝑍  ی قیحق   محور   X  میکن  فرض .  می کن  ی م  ی بررس   خاص  یها  مثال   از   یبرخ  در  را  ی قسمت  خارج   ی فضا  ن یا.  بود

 . باشد 

  𝑋𝑋0 = {(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧); 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 0} 

 : میکن  ی م فیتعر  ریز رابطه  با نظر  مورد   نهیخم ی ور  بر را 𝐹𝐹0  یبردار  دانیم

 𝐹𝐹0 = ( −𝑦𝑦
𝑥𝑥2+𝑦𝑦2 ,  

𝑥𝑥
𝑥𝑥2+𝑦𝑦2 , 0) ;   

  ستین  ریپذ   لیپتانس  یردارب   دانیم  کی   یول  است  صفر  فوق  یردار ب   دانیم  کرل  که  داد  نشان  توان  یم  یبراحت

 .است2𝜋𝜋   آن  مقدار  و  ناصفر Y و 𝑋𝑋  صفحه  در  واحد  ره یدا  یبرو  نآ  توسط   شدن انجام کار  چون

  ی و ر  بر   ن آ   توسط   شده   انجام  کار   و   صفر   ن آ  کرل   که   باشد   فوق   نه یخم  ی برو  ی ردارب    دان یم  ک ی  𝐹𝐹  د یکن   فرض   حال

  ز ین  ( ساعت  یها   عقربه   خلاف  جهت  در   چه  ساعت  یها  عقربه   جهت   در   چه )  ی وا  و  کسیا  صفحه   در   واحد   ره یدا

  که  داد میخواه  نشان  نی همچن.  است  ریپذ   لیپتانس  𝐹𝐹  ی ردار ب   دان یم  ،صورت   نیا  در که  م یخواه  نشان.  است  صفر

 .  است شده ی معرف نهیخم ی برو هموار تابع  ک ی انیگراد صورت  ه ب 𝐹𝐹  یردار ب  دانیم

 کی  را  𝑥𝑥0:  الف:  میساز  یم  صورت  نیبد   شده  ساخته  ℝ3  از  را  𝑧𝑧  محور  برداشتن  با  که  فوق  نهیخم  یبرو   را  g  تابع

   .میر یگ یم  نظر  در  ثابت  نهیخم نیا در 𝑧𝑧  محور   از خارج  دلخواه نقطه 

 .  می کن ی م ف یتعر  ریز صورت به نه یخم نیا ی برو را g  مقدار ی قیحق هموار تابع : ب

  فوق   نه یخم  داخل   هموار  ر یمس  ک ی   𝑃𝑃𝑥𝑥  ر یمس  د یکن  فرض   و   د یریبگ   نظر   در   نه یخم  نیا   ی برو   را   x  دلخواه   نقطه :  ۱ب

 .باشد  𝑥𝑥  به 𝑥𝑥0  از

 
1  

براحتی می توان نشان داد که کرل میدان بُرُداری فوق صفر است 
ولی یک میدان بُرُداری پتانسیل پذیر نیست چون کار انجام شدن 
توسط آن بروی دایره واحد در صفحه X و Y ناصفر و مقدار آن   

2π است.
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حال فرض کنید F یک میدان بُرُداری بروی خمینه فوق باشد که 
کرل آن صفر و کار انجام شده توسط آن بر روی دایره واحد در 
صفحه ایکس و وای )چه در جهت عقربه های ساعت چه در جهت 
خلاف عقربه های ساعت( نیز صفر است. نشان خواهیم داد که در 
این صورت، میدان بُرُداری F پتانسیل پذیر است. همچنین نشان 
خواهیم داد که میدان بُرُداری F به صورت گرادیان یک تابع هموار 

بروی خمینه معرفی شده است. 

تابع g را بروی خمینه فوق که با برداشتن محور Z را از R^3 ساخته 
شده بدین صورت می سازیم: الف: X0 را یک نقطه دلخواه خارج از 

محور Z در این خمینه ثابت در نظر  می گیریم. 

ب: تابع هموار حقیقی مقدار g را بروی این خمینه به صورت زیر 
تعریف می کنیم. 

ب۱: نقطه دلخواه X را بروی این خمینه در نظر بگیرید و فرض 

 X به   X0 از  Px یک مسیر هموار داخل خمینه فوق  کنید مسیر 
باشد.

ب۲: تابع )g(x را کار انجام شده توسط میدان برداری F بروی این 
مسیر تعریف می کنیم.

میدان بُرُداری F گرادیان تابع g است. به عبارت دیگر کار انجام 
شده توسط میدان بُرُداری F مستقل از مسیر است. برای اثبات این 
ادعا فرض کنید که Qx مسیر دیگری باشد که X0 را به X وصل 
 Px را به طور پیوسته به صورت زیر به مسیر Qx می کند. مسیر
تغییر شکل می دهیم. با چند بار چرخیدن )فرکانس( روی دایره واحد 
در صفحه X و Y )سایه های نقاط روی خم Qx را روی موج های 
سینوسی و کوسینوسی با فرکانس های مختلف در نظر بگیرید: بسط 
 X به X0 می توان از ،Px و با طی کردن مسیر )Qx سری فوریه
رسید. به عبارت دیگر با نوشتن بسط فوریه خم Qx حرکت بروی 

مسیر Px این کار را می توان انجام داد، شکل ۱۳.

چون کار انجام شده توسط میدان بُرُداری F ، فرض شده بر روی 
دایره ای واحد، صفر است پس کار انجام شده میدان بُرُداری F بر 
روی مسیر Qx همان کار انجام شده بروی مسیر تغییر شکل داده 
شده بالا است؛ این نیز همان کار انجام شده توسط F بروی خم  
Px است. در نتیجه اثبات کردیم که میدان برداری F پتانسل پذیر 

و برابر با گرادیان تابع g است. حال عملگر خطی f را بروی فضای 
برداری V به صورت کار انجام شده بروی دایره واحد در صفحه 
ادعا  بالا  آنچه  بر  بنا  تعریف می کنیم.   Y و   X دکارتی  مختصات 
کردیم و ثابت کردیم هسته عملگر خطی f همان فضای برداری 

 . میکن ی م  فیتعر  ریمس نی ا ی برو 𝐹𝐹  ی بردار دانیم توسط   شده انجام  کار  را 𝑔𝑔(𝑥𝑥)   تابع : ۲ب

  ر ی مس  از   مستقل  𝐹𝐹  یردار ب   دانیم   توسط   شده  انجام  کار  گرید  عبارت  به .  است  𝑔𝑔  تابع  ان یگراد  𝐹𝐹  ی ردارب   دانیم

  طور  ه ب  را  𝑄𝑄𝑥𝑥  ریمس.  کند  ی م  وصل  𝑥𝑥  به  را𝑥𝑥0   که  باشد  ی گرید  ریمس 𝑄𝑄𝑥𝑥  که  د یکن فرض   ادعا ن یا اثبات  ی برا. است

  صفحه   در   واحد   ره یدا  یرو   ( فرکانس) دنیچرخ  بار   چند   با .  می ده  ی م  شکل   ر ییتغ𝑃𝑃𝑥𝑥   ری مس  به   ر ی ز  صورت   ه ب   وستهیپ

𝑋𝑋   و  𝑌𝑌  (خم  ی رو  نقاط  یها   هیسا  𝑄𝑄𝑥𝑥 نظر   در   مختلف   یها  فرکانس  با  ی نوس یکوس   و   ینوس یس   ی ها  موج  ی رو  را  

  بسط   نوشتن  با  گرید  عبارت  به.  د یرس   𝑥𝑥  به  𝑥𝑥0  از  توان  ی م  ،   𝑃𝑃𝑥𝑥  ریمس  کردن  ی ط  با  و   (𝑄𝑄𝑥𝑥  ه یفور   ی سر  بسط :    د یریبگ 

 . ۱۳ شکل  ،داد  انجام  توان ی م را  کار نیا 𝑃𝑃𝑥𝑥  ریمس  ی برو حرکت و𝑄𝑄𝑥𝑥   خم  ه یفور

 
شکل 13. کار انجام شده توسط میدان برداری F . .F ی بردار دانیم توسط  شده انجام  کار:  ۱۳ شکل

W خواهد بود. بنابراین فضالی خارج قسمتی V بروی W یکریخت 
توسط  و  است  یک-بعدی  نتیجه  در  و  بود  خواهد  حقیقی  با خط 

میدان برداری F0 تولید می شود.
 V با کمی دقت نظر متوجه می شویم که بعد فضای خارج قسمتی
بروی W بستگی به همان یک خطی دارد که از R3 برداشیم و 
خمینه R3 منهای آن خط را ساختیم. این یک خط در خمینه ما 
یک حفره یک-بعدی ایجاد کرده است. به عبارتی دیگر خمینه ما 
یک خمینه هموار در R3 با یک حفره یا یک چاله یک-بعدی است 

)شکل ۱۴(.
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شکل 14. خمینه R3 منهای یک خط و ایجاد یک حفره یک-بعدی.

شکل 15. خمینه R3 منهای هشت خط و ایجاد هشت حفره یک-بعدی.

حال اگر خمینه ایی را در R3 طوری در نظر گیرید که از برداشتن هشت 
خط به موازای با محور Z به دست آمده باشد. به راحتی توسط ترفند فوق 

می توان نشان داد که بعد فضای خارج قسمتی V بر روی W، 8 است.

برداری  میدان های  توسط  قسمتی  خارج  فضای  آن  پایه  اعضای 
ساخته می شوند که کار انجام شده آنها بر روی دایره ای در صفحه 
XOT که آن خط ها از مرکز آن می گذرند، صفر باشند )شکل ۱۵(

همان طور که مشاهد می کنیم بعد فضای خارج قسمتی V بروی W روی خمینه های مورد نظر ما همان تعداد حفره های یک-بعدی خمینه مورد 
نظر است ) شکل ۱۶(.

 
 . یبعد -کی  حفره هشت جادیا و  خط  هشت یمنها ℝ3   نهیخم: ۱۵ شکل

 

  تعداد   همان  ما  نظر  مورد  یها  نه یخم  یرو   𝑊𝑊  یبرو  𝑉𝑉  یقسمت  خارج  یضافبعد   میکن   یم  مشاهد   که  طور  همان

 (. ۱۶ شکل )  است نظر مورد نه یخم یبعد -ک ی یها حفره 

 
 . یبعد -کی  حفره  کی جاد یا و  خط  کی   یمنها ℝ3   نهیخم: ۱۴ شکل

 

  آمده  دست هب 𝑍𝑍  محور  با یموازا به خط  هشت برداشتن از  که د یری گ نظر در یطورℝ3   در  را ییا نهیخم اگر حال

.  است  هشت  ،  𝑊𝑊  یرو  رب  𝑉𝑉  ی قسمت  خارج  یفضا  بعد   که   داد  نشان  توان   یم   فوق  ترفند   توسط   یراحت  به.  باشد 

  ی و ر  بر  آنها  شده  انجام  کار  که  شوند   یم   هتساخ  یبردار  یهادان یم  توسط   یقسمت  خارج  یفضا  آن  هیپا  یاعضا

 (. ۱۵ شکل )  باشند  صفر  ،گذرند   یم  نآ  مرکز از ها خط  نآ  که 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋  صفحه در  یا ره یدا
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 شکل 16. فضای خارج قسمتی مورد مطالعه، همان گروه درام کوهومولوژی اول
 اول  یکوهومولوژ   درام  گروه  همان  مطالعه،  مورد یقسمت  خارج ی فضا:  ۱۶ شکل

 

  ی رو  رب   بسته  ی ها  فرم -)  اول   1ی کوهومولوژ  دورام  گروه   همان   ، عهمطال  مورد   یقسمت  خارج   یفضا  ن یا  قتی حق  در

  از   یاطلاعات  ، همزمان  گرید  ی عبارت  به .  است  ما  نهیخم  ی رو  (اند   هموار   توابع  انیگراد  همان  که  ق یدق  یها  فرم -

  ن یا  .  شوند   ی م   ده ید  صفر   کرل   با   ی ردارب   ی ها  دان یم  از  ی قسمت  خارج   ی فضا  نیا  در   ما   نظر   مورد  نه یخم  هندسه

 .است پوانکاره  یهانر نگاه

 

 
1 de Rham Cohomology 

در حقیقت این فضای خارج قسمتی مورد مطالعه، همان گروه دورام 
بر روی- فرم های دقیق که  اول )-فرم های بسته  کوهومولوژی1 
همان گرادیان توابع همواراند( روی خمینه ما است. به عبارتی دیگر 
این فضای  در  ما  نظر  از هندسه خمینه مورد  اطلاعاتی  همزمان، 
می شوند.   دیده  صفر  کرل  با  بُرُداری  میدان های  از  قسمتی  خارج 

این نگاه هانری پوانکاره است.

گفتار پایانی

مربوط  ریاضی  خلاقیت های  سرچشمه  از  برگی  به  مقاله  این  در 

پوانکاره  و  لاگرانژ  اویلر،  یعنی  بی نظیر  چشمه  سه  از  چکه ای  به 
پرداختیم. در ظاهر هر یک از این سه دیدگاه در جهان خود سیر 
می کند. یکی در عبارت های جبری، یکی در مکانیک آسمانی، و 
دیگری در سیستم های دینامیکی. ولی وقتی به یک مسئله مهم 
در فناوری امروز، یعنی دینامیک قلب، می نگریم و قرار است که با 
حداقل داده ها‌ رفتار آن را بیازماییم، می بینیم که این سه دیدگاه به 
گونه اعجاب انگیزی در هماهنگی با هم، رازهای بسیاری را آشکار 
می سازند. ترکیبی از عدد، دینامیک، و برش، ایده ای خلاقانه درباره 

استنباطی محاسباتی با کاربرد بالینی وسیع به ما می دهد.
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